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Af 简介 


KELET Riemann HIE Riemann 联络 ,Riemann # fh 3% . Ricci fh 
率 和 数量 曲率 , 详细 研究 了 全 测 地 .全 脐 点 和 极 小 子 流 形 等 重要 的 内 容 . 此 
外 ,还 应 用 变 分 和 Jacobi 场 讨论 了 测 地 线 . 极 小 子 流 形 的 长 度 ,体积 的 极 小 性 . 
在 证 明了 Hodge 分 解 定 理 之 后 ,论述 了 Laplace-Beitram 算 子 的 特征 值 以 及 
潜 理 论 . 最 后 ,证 明子 Synge 定理 , 著 省 的 拓扑 球面 定理 和 一 些 曲率 与 拍 扑 相 
英 联 的 重要 定理, 本 书 可 使 读者 具有 良好 的 近 尺 数学 棋 养 并 能 增强 研究 的 能 
力 . 

本 书 可 用 作 理 科大 学 数学 系 和 物理 系 高 年 级 研究 生 和 太 学 几何 ,拓扑 专 
业 学 生 的 教科 书 以 及 相关 教学 .研究 人 员 的 参考 书 ， 


Fy ë B 


MALA AY thi C. F. Gauss (1777 — 1855) ,他 引进 了 曲面 
的 第 1 基本 形式 ,建立 了 曲面 论 . B. Riemann(1826— 1866) 1854 
年 有 名 的 演讲 将 这 个 理论 推广 到 维 空间 ,Riemann 几何 就 此 产 
生 , 局 部 微分 几何 开始 了 飞速 的 发 展 , 产 生 了 张 量 分 析 , 同时 ,1970 
年 ,F. Klein 发 表 了 他 的 著名 的 埃 尔 兰 纲领 (Erlanger program), H 
群 论 的 角度 研究 空间 变换 群 的 不 变量 ,从 而 引进 了 各 种 不 同 的 几 
何 学 . 另外 , 复 变 函数 的 单 值 化 理论 促进 了 Riemann 曲面 的 研究 . 
这 种 种 理论 以 及 经 典 的 曲面 理论 , 椅 成 了 20 世纪 微分 几何 发 展 的 
基础 . 主客 著名 数学 家 ,如 E. Beltrami, E, B. Christoffel, R. Lipschitz 
等 又 发 展 了 Riemann 的 新 几何 . 

本 世纪 30 年 代 Einstein 提出 的 广义 相对 论 , 近 三 十 年 来 
Yang-Mills 提出 的 规范 场 等 等 就 是 几何 学 与 物理 学 相 结 合 的 最 好 
例子 . - - 

微分 儿 何 的 主要 问题 是 整体 的 , 邑 研究 空间 或 流 形 的 整体 性 
质 , 尤 其 是 局 部 性 质 与 整体 性 质 的 关系 ,Gauss-Bonnet 公式 以 及 许 
多 曲率 与 拓扑 相关 的 定理 就 是 实例 ， 

全 书 内 容 共 分 五 章 , 第 ] 章 是 预备 知识 ,介绍 了 Riemann JL 
何 的 主要 内 容 :Riemann 度量 g, Livi-Civita (Riemann) 联络 、Rie- 
mann 流 形 基 本 定理 ,Riemann 截 曲 率 .Rieci 曲率 、 数 量 曲 率 、 常 截 
th RWE Laplace FF AW RRR. 第 2 章 是 子 流 形 几 何 ， 
引进 了 全 测 地 、 极 小 和 全 有 和 脐 子 流 形 的 概念 , 举 出 了 Euclid 空间 和 
单位 球面 中 大 量 极 小 曲面 前 例子 ,并 讨论 了 单位 球面 上 紧 致 极 小 
子 流 形 的 刚性 问题 , 第 3 章 是 应 用 变 分 和 Jacobi 场 讨 论 了 测 地 线 
和 极 小 子 流 形 . 第 4 BRET WE Ew AA em ER 
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Hodge 分 解 定理 和 Lapace-Beltram AF A WO SPIRE FFE TPT 
论 了 等 谱 与 等 中 之 间 关 系 的 问题 . 第 5 章 给 出 了 曲率 与 拓扑 相关 
联 的 Synge 定理 ,Rauch 比较 定理 和 著名 的 拓扑 球面 定理 . 此 外 ， 
还 证 明了 具有 相同 常 截 曲 率 的 空间 形式 是 等 距 的 Riemann 流 形 . 

本 书 是 中 国 科学 技术 大 学 研究 生 系列 教材 之 一 ,收集 的 内 容 
很 丰富 ,论述 很 严谨 .详细 ,这 是 为 了 使 读者 可 不 几 过 多 地 查阅 文 
献 就 能 熟练 地 掌握 近代 微分 几何 的 基本 知识 ， 

本 书 的 特点 是 注重 微分 几何 与 微分 方程 相关 联 的 问题 、 ws 
几何 与 拓扑 相关 联 的 问题 ERRAILAK RA H. 
在 论证 命题 时 (例如 Riemann 流 形 基本 定理 ,F. Schur jE HA) W OK 
用 或 同时 采用 近代 观点 (映射 观点 ) .古典 观点 (坐标 观点 ? 利 活动 
标 架 法 ,这 是 本 书 的 另 一 个 特点 . 书 中 第 2 章 25,. 第 4 章 4 a 
及 配备 的 大 量 习 题 是 为 读者 在 研究 方 同 上 开设 的 一 些 窗 口 ,希望 
能 帮助 读者 思考 和 研究 更 深入 的 间 题 ,以 致 尽快 进入 微分 几何 研 
AAIYE- 

SERRER FEER AE SUA OT EE 
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“12 Levi-Civita 联络 和 
Riemann 截 曲 率 


本 章 引进 了 线性 联络 Y .向 量 场 的 平移 和 测 地 线 的 概念 ,证 
明了 cr 向 量 从 上 Riemann 度量 的 存在 性 和 Riemann 流 形 的 基本 
SE BE (BY Levi-Civita 联络 或 Riemann 联络 的 存在 唯一 性 定理 )， 介 
绍 了 Riemann 截 曲 率 、Ricei 曲率 .数量 曲率 和 常 Riemann 截 有 曲率 
的 流 形 . 此 外 ,对 0™ eA) Laplace 算 子 4 ,证 明了 Green 第 1, 第 
2 公式 及 散 度 定理 和 Hopf-Bochner 定理 .我们 还 推出 了 :如 倍 由 
Riemann 流 形 的 Riemann 联络 导出 正则 子 流 形 的 Riemann 联络 ， 
Riemann 正则 子 流 形 上 的 第 1, 第 2 基本 形式 , Weingartan Ay, 
Gauss 曲率 方程 和 Codazzi-Mainardi 方程 . 对 于 RH 中 的 C0” A 
Al, Gauss 曲率 只 与 第 1 基本 形式 有 疾 而 与 第 2 基本 形式 无 关 的 
Gauss 绝妙 定理 是 一 个 极其 深刻 的 定理 . 最 后 ,我 们 用 活动 标 染 研 
究 了 线性 联络 ,Levi-Civita 联络 ,曲率 和 正则 子 流 形 的 局 部 几 体 ， 
继 Cartan 结构 方程 得 到 了 Bianchi 第 ] .第 2 恒等式 的 外 微分 形式 
的 表示 . 用 活动 标 哥 还 重新 证 明了 Riemann 流 形 的 基本 定理 . 


1.1 向 量 从 上 的 线性 联络 


本 节 主 要 介绍 c 向量 从 < 上 的 线性 联络 Y ,向量 的 平行 移动 
和 测 地 线 等 重要 概念 

定 光 1 WE,MAC™ FUE .dimM = m,n $ Euclid 空间 及" 月 
然 是 一 个 * 维 流 形 ， REER GLO, R) = {AJAA n Xn ERR 
TE RE) BEARER SREY CoLie BC” 有效 作用 在 R* 上 (其 作用 为 
矩阵 乘法 , 即 4:R* 一 R',a 一 Aa). PIB APE AD BPS Y a © R’, Aa 
一 «eB A= (AH). m E — MACH RRS, BO 

} 


并 (局 部 是 积 空间 ) K. CRETE MANEA W. e © r) 和 相应 
的 CE” EJIE {ple © 丰 ,使 得 对 ¥aE€E J 了, 图表 

Pa 

Blu, = 2 'W.) —+U, X E 
oN. k Tra 

Ua 
是 可 交换 的 , 即 w = Mr ;其 中 Molpra) = p,m ter = Pols: 
F 《ta 一 ip) X RAC? Sere aly. GRU Us AS TW pa 
be 诱导 出 Co 同 且 ve o pat o APR 


pr | 


(UU) xR 一 > Nu) XR 
Mia K Ts 
U, N Us 
是 可 变 搞 的 , 即 Mia = mig o peo Po). D be Ha (pra) = CP, gepa) 
aX E gplp):R — RY A Cw 线性 同 构 ,从 TU, pa 到 
Cx (Ug) sie) 的 转换 映射 go; 01) Us GE(n,R) A Ce 映射 . 

HEERA, gol8p) 一 了 和 gap) = gel p) * gop) ,事实 
ER (psa) = Idy xmfpya) = pa ° Ye (psa) = (Prga pa) 得 到 
Fal pa = al} a € RY AH CL, ROC” 有 效 作 用 于 R* É gap) 
= 1. CPrgal pa) = pr o pa Cpa) = py o Pr’ o Pae pa Cpa) = py 
o pa (p gel pja) = (py gyalp) * geo pra) 得 到 gulpla = gulp) * 
geolpoa ;对 任意 a E Re = gulpia = gaylp) * Fal pa = gap) * 
GALP) * Gael Pa ,根据 GLa, ROC 有效 作用 于 R ,有 Galp) * gap) 
= TB gap) gyal p) * gral p) = 1. FRE gulp) * gralp) = gyal p) * 
ga B) * Gyal P) * Grol P) = Gral P) - 

如 果 (rr ID) 和 SE ot), %) E D AER 
CEU) bp) Ap Ce UD) ,各 ) 相应 的 条 件 , 刚 称 Ca (0) pf) 是 与 
& = (O Upala E Mc’ AAW. Bl 0” 流 形 的 定义 , 它 
唯一 地 确定 了 一 个 最 大 局 部 平凡 之 族 多 一 (CW, 


p) | Ca") p>) Sj a FEC AAA) (最 大 性 : 凡 与 Cem AA 
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ESLLADRF ES). Se RAER CTR. BRR 
和 62 部 是 基 , 则 ;= OL Al 2 FE Co 相 容 的 . 我 们 称 六 元 组 上 
= {E, M, n, GLR, R), R, E ) AM ERA Co MEM. ER 
ACOR, M AER, 7 为 从 再 到 的 投影 , GL(Cr,R) 为 构 
造 群 (或 结构 群 ), R 为 标准 纤维 , E, = x Cp) Ape 1 处 的 终 
H, 2 RAARD TU, © E 称 为 从 图 卡 .有 时 也 称 为 
c= 向 量 丛 . 

最 然 , dim# = dimM + dimR" = m + n BI E Æ (m+ a) 4EC™ 
流 形 . 

WRN UA S id Uso). 人 和 (Ps ir) AM EB 
局 部 坐标 系 , 则 有 下 面 的 变 术 图 表 和 公式 : 

a 4. N Us) 


te Rr! 
Us X R' Ux Rr" 
Cos Idm $ + (ps! Ide) 
CRT at PL ae) 
Us) X Re PVN) XR 


Cyprus Bi gree ob) = Cpa © pa Cat, oya") grape 1 (7)) $ h. 
o 
或 简化 为 
Cyb) = Cpe p CE) sgel p Cra). 
这 就 是 局 部 平凡 系 之 间 的 坐标 变换 公式 ， 
fli if E= {E, M,a, GL, R), R'E } HC? MBA RE 
在 从 图 卡 E, p E S WR EH Co FA BA. ERT, pE = 
m CM) — M x R 24 co ABE, p, = pla E, = ap > lp X R 
为 0™ 线性 同 构 ， 
定义 2 E= (E, M,a, GLR, R), R, E) 为 C= 向 量 从 ,如 果 
Mf Okt E CR Mo E, oG C BLY pE MED 
mea = id WP o HE LWT C 截面 或 上 向量 场 . 


不 难看 出 ,o 为 < 上 的 一 个 0 截面 号 对 任何 mU, pE &, 
Up. i} 为 上 的 局 部 坐标 系 , o = > oie) Mo: 


UR A C RACI of(p (a) Ap aly o” A CY BB), 
MRE = (E, M, t, GLa, R), RE) ARR 0” 向量 从 , 则 它 
有 一 个 特殊 的 0 截面 oo: M — Fo (np) = 0, © B,. FFE. noi M 一 
at) = (0, p E M0, 4 E Pay ee) A Co RR. 由 此 ,我 们 将 
MFO RMA oC) 视 作 相同 . 
ICS) = CCH) = (olor A — E) AC RT} en E 
CICA E R EMME : 
Co 十 p = ol 二 yi, 
CA ap 一 A rolp), Y rE M. 
ARE CO EERIE ETE A R LAS. 
WMR m >l, iR Up), (2) A M eR A eT) = (re © 
R”| |F] << 1,i = lem} Cp). ro IF) AERA. 再 
选 C PRAY FRR {BIR Sleds = 1, fle" oo =O. BR, (GDS 
e ppp, Ce.) E = 0,1,2,1} 《自然 视 作 二 上 的 整体 C 
性 无 美的 (事实 上 ,对 任何 1, 选 4 = ee ee WE 
] ty wie uy 


en 


= [|| @— uw #6). 
wy 


】 oa Bha teo ouha 
EE EPE m E 23 EER EY. Be EAR DBE Hb Rt A E CMR) 
M 上 台数 的 全 体 ),， osn E OE. RIEL: Colp = A) ， 
clp) pC M. FE. CO 成 为 及 值 函 数 的 代数 上 的 一 个 模 . 

例 2 我 们 知道 , M 上 每 一 个 点 ?处 ,所 有 的 切 向 量 形成 了 一 
Ay om BE NS ay TM. 自然 从 滞 M AR SBAA m 
的 2 向 量 从 , 称 为 切 从 , 它 是 2m HE C™ LIE. 

E M) FE m BE Co 流 形 , M IA E= (TM, M, 2 ,GL(n, 
M).R',S } EMO, 
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TM =U TM, 
i 7E M 
m PM — MantT M) = {p} Ei ae CX D =p, X, E T,M. nlp) =T, M 
H p MDA SPE. 对 任何 Ep i © D eM aE LIOR p: 


aC} = U TM 一 U Xx R",¢CX,) = TONER = (prays, 
peg i=1 l 


a”) ai h = plan Gp) = TM 一 {p} K R ARR. AT yA 
-a BT, AAA x R" RRA ART T rE Ph E y A 
FEE ER, t" = (eC) 中 的 开 集 Uo E 更 为 TN 的 拓扑 
基 , 它 唯一 地 确定 了 TM Atth r 明显 地 ,TM 为 Ta (Haus- 
dorff) ZB m (U) HAFT R, H Cp, Ide") o pin E > oh) XxX 
R”, Cp, ider) o pX G = (plp) al, Or 
同 构 ,因而 TM 为 2m 维 拓扑 流 形 . 

SE m OE, ET E Z) WMR pd, {vi} E 
F Wep ty} € D 4 pE U NUH. 

Epb yess 5b") = Cpy peel pia) = pa e pa Cpa’ pa") 


KONE Tid = wy 58 é) FI) 


dml] iF 


其 中 
ay ay 
x! 3 z" 
Gaai Pp) = a ene wee € GLm: R), 
a" ae” ptr 


显然 ， Gear a 门 Uy GLGa,R) Al c pi spt. MAHA 
Cy! eee yy bles, 5™) 
= (Cpr idr") e pa) e CC @eyIde™) © pa) Cal geet gta ger a") 


= (pp > pa (ae, z"), > PR - >> Hat) 
( 简 记 为 D) = Cyne pe 2) gps (a) )a)), ETM Ay 2m BE C™ 
WEE = 一 (OIC Cp Td) ° | (0) © BD } 为 其 微分 构 
造 的 基 . 由 
Cx’ ose") = pe ne Cip, Ider) © PO Caer at a’, oa) 
和 
Cp, Iden) o p o (Cp, ida) 0 $) = Tdpwxe 
可 知 , m R yag Co BRAN A C™ ARR. TEA A 唯一 地 确定 了 
TM AS—PHAR E ER TM RAM ERTA m H Ca 问 
HEA. BU AA. 

MECOS<k <4 co) 截面 六 :NM 一 TM (a X = ldu; M > M 
或 对 YY pC M ERY X PRAT X, E TD) AM LACH 
量 场 . ja LY CO RHA CHM). 

容易 证 明 : 

定理 1 设 M, 2) Am HC” HE. 

《1》 XAM EH POSA co) 切 向 量 场合 对 任何 《P， 

te} € BX, = Via) lor EV 有 SE CUR) ; 

(2) XA MEC URRAS ECM, R A Xf 
C CIM, R). 

证 明 (1) XM 一 TH 为 0 截面 号 对 任何 Up), {r} E 
D, 

Cp lde) ° po Xo pi pl) — pU X R", 
Cp lde) oc po Xog Ha) = (r,a! > pT) +," o p TY) 
E CBHOMEM Up, (r) € Dat E CU,R). 
《2 (=) 对 任何 Wp} E Deu 


— , a 1, Kf pd 
Xf = (Qo Spf De SE, 


由 了 E C7M,R), X AM ERC? Wea eA Oa asf E€ 
COD,R) , 故 Xfle € CU ,R) ;从 页 Xf E CM,R). 
(=) Vp ECM Rep WPM Cop), dr) CD ,使 


pE U.H FX= D ; ;构造 了 EE CCM,R)， be plese 


其 中 VCU 为 7 ENFAL, 于 是 ， 
(Xz") je = CXF) |e 
E C° BWA Xl AMT X A Co SR. 
G13 12 (M,Z) Am HE Cw HG. T M = (2|6:7,M ~ RW 
线性 函数 上 , 设 97E TPM ,定义 
(9+ pA = OCX) + CX), 
CAD} CX) = A+ GX), 
MAHA E TIM SUT MA m EBS, Ce A LM 
的 对 侦 空 间 , 称 为 gf 点 处 的 余 切 空间 ,; TM PARR AR 
E. 类 似 于 切 从 的 讨论 ,可 以 定义 余 切 共 人 * = WOE = (TMM, 
FL(m RO, R”, ,HpT*M = U, TEM iP" M — Myx Ty M} 
= {p} EP ep = TM. 
容易 看 出 ,在 两 个 局 部 平凡 化 系 中 ， 


(pO 58a) = ERTA) : |) 


™ 


= By, ta Cpi yaha) = aC >, 9dr'|,) 
一 -ww ST gay P, 

_ ary 1 St ay 

= o $ Sa X) Za, 


其 中 


— 
SS 
=u Su 
RJS 


mea re ro E GL(m, RO. 

a, 下 

ag” Oy”) pie 

BR. oper. 1 Us > GLCm, R) AC” 映射 ,又 因为 
CLET AEN EE 

Cepas Ider) © pa e CCpaslder © pa) Ce eraa A ttt Gn) 


Fak p> = 


I 


“4 dx 一 ax 
= Cy 7 pz Cx" ere a") 4 + 一 一 由 了 二 一 此) + 
Oy > ay” 


i= 


所 以 T* WH 为 2m tE C” 流 形 ,而 
E = (Cn!) Cp, lden) e p| (Up) E & } 

为 其 微分 构造 的 基 . 由 

(ri, r") = powe (ip, Idg”) a +) Nl eee aN ttt In) 
和 

Cp, idar) © bo (Cp, ider) e tH) 一 了 oo3yx 到 

Hy] Sl, x Aly SPA C BRAN A Ce (ARR. “Pe? 唯一 地 确定 了 
T*MO&jI—T ARS fe RTM ROY M ER — AR m 
Cm RAMA BR AA. SSA Ct 切 向 量 场 可 定义 0 余 切 向 量 场 . 

Hja OTIM Xo XTM X 7M X XT LM — ROA 

cn 


ERTER RE BIXI Y Wel, © TEM, XY € TMA ERA 
OW Wei A Wi A a U, Wirra Wrs Xt Aa) 
= AOW aare Wiis Wia Wirta Ks Xe) 
CW get ag ttt Weg Ky getty Ka) 
OCW arte Wr Xs cet Xj A Ky toe Fi Ajit a) 
= A 
十 aD Wa et eg Metts Xio Ves Xp a ttt Xa)» 
We OTM 上 的 (r,s) 型 张 量 , AR, s 为 协 变 阶 数 ， 
(r,s) 型 张 量 的 全 体 为 OTM. 9 在 M 的 两 个 局 部 坐标 系 Uas 
a 


Pod sf} A Cepot) 中 的 表示 分 别 为 


a= > 8 faye a D35 B dr^ G s+ Q da’ 
temai =l 
heej = 
和 
s= >) BS B+ Bz Qd Q e Way, 
i j gf 
有 1 
其 中 
E ; i g 
Pps, = gldri, rd ee, ’ 
at mes 9 a 
Phu = 人 EPRA 
LA Be 


ain — 
ed, 

中 

1 


由 此 公式 并 仿 例 2 立即 得 到 Gs) BA CREAR PRT 
= U QTM . 同 例 2 可 定义 (r,s) BC HM. 

类 似 定 理 1 有， 

定理 2 WMS) 5 mHC 流 形 , 则 

(1) @0M EKGs) MOOS +a KR O ME 
何 《和 = Zi, ce, 

a= >) ODS O- Os Oari@~ O dr, 

A Op, E CUR). 

{2) ff 为 M E (7.8) 型 g= aK BRO ME (a Wise iW, E 
CCTM) 和 任何 Xp s Aa € C Cr) FCW gee yy Mig ttt yp Aad 为 
M EAJ C” pm RY. 

证 明 (1) OM — OTM ACMA ORTIE RT Up ier) € 
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Da Gy» 


E Ww.R). 


(2) (二 >》 对 任何 Wp) 


iz} E @ FEU HP, 
OCW attr Wg Xia tta Aa) 


=C È K 2 Ove ‘Os = ari Q Ber Nowe, 


由 题 设 和 (1 > Fi + ON 9 Ox, p. sC 0 prts E C“ (ELR), Ht ecw, 
vot Wos X15 ttt Xa) 为 M 上 的 co pa ae. 


(=) SER pC M,A Up). {2} CD tip ev iB 


m ， ， 9 ad. a 
g= | 2 ar dey ere, az Go vm 
prt +k 
iun -Tl 
a , . 
Q 5S @ des @ +++ @ drh). 


利用 定理 C2) A EB A a EB oY AK PW W, E 
CCTM) M Xis X, E CCTM) AKG Wile =d, Xp = i= 


lytta 其 中 VOCE! 为 开 集 . 于 是 ,在 『 P, 


| ， g 9 
Fan's = jidra, +F i e+ ETTE 


= oW, iki W: rX sor »X;) 


是 6” 28) pa, H ODA oy M EY (rss) 型 0” 张 量 场 


例 5 Bee OTM ,如果 对 六 YC TMG=1,,9 及 
(Lses) 的 任何 置换 zz 满足 
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oC Xeaysttts Xe) = C— [to CX see Xa), 
其 中 
1, “AER, 
— 1, «Ate. 
则 称 o X s MERER s BOMB. s 阶 反 称 协 变 张 量 的 全 
EA ATM ,显然 它 是 的 "TW 的 一 个 子 向 量 空 间 . 而。 是 反 称 
的 全 对 任 一 局 部 坐标 系 (x) ACs) HE- EH rA 


Ga, 


(— 1)" = 


Fr =. 
ety eta) 一 ¢ 1} Gh tly 


其 中 a, = oG itoa 2). s MIER o TE MIN BI BBE os 
R Usps {et} E DA Usps), tr) E 多 中 的 表示 分 别 为 


w = `> Oh mi dg" Ave A de 
1 


各 
o= J de A A de, 


1. 让 
H 
ALT eg) 
lee TETS tts 
由 此 公式 并 仿 例 2 立即 得 到 s Bp C* 外 形式 从 
Até& = (ATM, M, ANGLO R), R, A). 
同 例 2 可 定义 s 阶 CERNEA. 
介绍 了 0™ 向 量 从 和 向量 场 后 ,就 可 以 引进 4 上 的 线性 联 
络 . 
EM 3 Co MRM E = { 且 ,于 GE，R),R ,cs | RE LV 
线性 联络 是 截面 空间 CS) = CCE) 上 的 一 个 映射 
V:C°(TM) X CR — CCE), 
CX u) > VCX,@) = V xw, 


加 = 


满足 ， 
€1> NV atA D = iV xo 十 FaN x03 fis fe E C"(M,R),X, 


1] 


X: € C°CFM},@ © CCR) ; 
(2) YCA F Ara = AWV ro ch AV aessa & RX © 
C° (TM) oo © C°CR) ;((1)、(2) 为 线性 性 ) 
(3) Vslfod = OV sot FV ro CETE), FE CPCM,R),X 
E O° (TM) o © CCE) ,其 中 Vf = fX = XP HHA KAM 
的 方向 导数 . 称 Vio Ao RT X HPSS A. 
eM 4 线性 联络 Y 的 曲率 张 量 CC (8) 值 ) 是 
RC” (TM) X CCTM) X CCR) — O° (8), 
R(X, jos VeVroa — Vr yo — WY pro 
=— RY, Xo, 
EI RCX, Y) =— RCY,X). | 
引 理 1 RAF X,Y .0 MAE CM, R) 线性 的 . 
证 明 对 ¥ fE CP CM,RDX,Y E CTM) a © CLH 
须 证 明 : 
RUFX Ya = Varo VY I WL 
= FV Vro — YrfV zo — VYooonxtayy jo 
= FV x«Vreo— VrVrea— Virro — (FV xo + VPI xm 
= FRCX.Y)e, 
RCX,Y) (fe) = VaV rf — VeV¥ xCfod) — VW peko) 
= VUY foe + FV ro) — VX o + FV sw) 
— (CX, Y] po — fV ixr o 
= fV iV ro — WVyV wo — Wxriw) 
+ (X¥f — ¥Xf — [X,Y] No 
+ (YF) Vso + Xf) View — (XDW ro — YA Vie 
= FRX, Y a. ' 
下 面 将 考虑 联络 Y 与 局 部 的 联络 Y ZR. A 
证 一 个 引 理 ， 
引 理 2 ik V Co pA 6 = {E M, n GLR, R) RS ) E 
的 线性 联络 , M H mE UC 为 开 子 流 形 , XE 
12 


CH a E CPE). ME Xj =O Role = 0M Viole = 0. 

WR WRX. =O, peu wie fe CM, R ,使 得 FG) 
= O.flwe = 1 s 加 | fx=X ;日 

CW wd, = (V a), = CFV 0), = FCP) CV z0), = 0. 

(2) op = 0, 同 理 , 由 fo = o al] 

CY) = CV x(fo)), = (XPe+ fV20), 
= (Xf), + fp (Vaw), = 04+ = 0. 

定理 3 GM Ama CORMIER, E= E, M,a GLR, R), R'E} 
为 M ERY C” HEA. | 

(1) MÆ V WE EERE, & = (BU. ae. G(r, R), 
Ro} HEU LRA CEE U EA Ce RBA) EP & = 
Elo > 

VCSATEY X CR > C” (Eu), 
(X,o) Vio 
EE (Vio, = (Vo) ,其 中 pEU X ECOM), o © CE), H. 
FPTE p RMV CU, X p = Xjlnoh = ejr MV AE EAZ 
性 联络 ， 
(2) 反之 ,如果 存在 MM 上 的 开拓 头 Ula € r) 和 对 和 上 每 个 Li， 
有 与 ,上 的 一 个 线性 联络 V, AV sie ne, = Velen & 
VV :C°CTM) X COUE) — CCE), 
(X,0) — Vira, 
(iF (Vio), = (Vy¥o), Hp CU. Xow Xo EU. ER 
限制 . 则 Y 为 < 上 的 线性 联络 , 它 在 每 个 5。 上 如 (1) 诱 导出 的 线性 
联络 裕 为 V". 

证 明 CD) 由 引 理 2, V' 与 XX,@ 的 选取 无 关 ,; 因 此 ,定义 是 确 
切 的 ,下面 只 证 线性 联络 条 件 <3), 其 他 证 明 类 似 . 设 了 EC 
R),X C C°CTU) o C C° (Er) p E U . Hep PAR CURSE 
C (M,R), X E CCTM), o © C°CE) IE fl = Flr Xl = Xlr 
we = aly. FÆ, 


(Vie), = (7 xCfo)), = (XP. FT 10h 
= (Xo + fi) (Vw), = (Xf),a, + FO CT o) 

(2> 由 题 设 , V SUL ERIC. 从 六 "为 线性 联络 立即 推 
出 吕 为 上 的 线性 联络 . 

进一步 ,我 们 有 引 理 2 的 更 一 般 的 结果 . 

引 理 3 if é = {E, Mn, GLa, R), R", } Bm CORE M 
EBC’ HEA., V 为 上 上 的 线性 联络 . XE CCTM), € 
CSCE), p = MX, = 0 » 则 CV x@), =, 

证 明 设 U9), (2) 为 ?的 局 部 坐标 系 , 令 X 一 PSs 
E CUR F = OC1 Sik m) ,选取 X, €E OTM. € 

a 
CORO fi Xp = palori = Fly ,其 中 了 为 ?的 开 邻 域 , 则 
由 引 理 2 得 到 
(Vo) = CV 三 wx = DF PCV x), 


= DIPO zo) = 330+ (Vira), = 0. 

引 理 4 ik Ec {E, M, n, GL, R), R", E } mC” HIE M 
上 的 ce 向 量 从 ,VY AE EWER X E COTM) o © 
CCE p E M,y;[a,6]— MAC? 曲线 ， yla) = psy (a) = X, :由 
(Vo), 由 大 和 at 完全 确定 , 且 它 与 切 于 XX, 的 y 选 取 无 关 ， 

证 明 Rr ae dph ir) AET EAR EA 
Cr 'C).p) . 设 


其 中 h = P'e) ; 则 
(Vea) = (V Set DON), 


j=l 
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一 > ICX Dna + PCD Sial CV 20)s) 
i i=] dx 


= D POD Dap CF andy, 
>=] Ar 


由 LA GUN EERE., ASU XN y ARARE AD Ay 
FX, A vy 无关 !). 

EM 5 wé = {EM n, GLR, R}, Re } Wm H C™ HE M 
ERY C™ EEA, V 为 E 的 线性 联络 . y 为 M HR Ce 曲线 , o) E 
Exo H oO) 关于 是 6 的 .在 局 部 坐标 系 Up), (a) MAR 


Cz) PA RYO = eos pone OW) = Se Orso s Wit] 
定义 
(Von) = De + PO DOO 2m woh 


容易 验证 它 坪 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 ， HMA = y ge). 
MH Vr oo = 0 RU oO 是 沿 y FAH. 


1.2 切 从 上 的 线性 联络 
向 量 场 的 平移 和 测 地 线 


现在 给 出 线性 联络 的 一 个 最 重要 的 例子 . 

KV A mi ce HIE M AUA TM 上 的 线性 联络 , 即 V, 
CT X C°CPM) 一 CT (X.Y) — VY HA: 

(1) V nxt AE = fiV Y + f2Vx¥afiofe E CCM, R), Xis 
X,Y € C° CTM); 

(D FaF t+ YO = AVa¥ + AV Yds E R, X,Y, 
Ya © CCTM); (1), 2) 为 线性 性 ) 

(3) VxGf¥ = (VAY + FV Y (PPE). FE CPCM,R),X, 
Y € C°UTM). 

曲率 张 量 CTM) X CTM) X OCM) 一 O7 (TH) 为 

15 


ROX YZ = Vaal — WVrNM aZ — Vir =— ROY. XZ. 
上 骨 定 六 V BME TCM) x COTM) 一 OP (PM) 为 
TCX,Y) = VY e Vex — [X, F] =— TO ,XY). 


有 时 为 了 计算 ,需要 VRT 的 局 部 表示 . 
引 理 1 设 pE MUA i FEB Xi Xe TU ECT IE 


向 量 场 ,在 5 上 由 公式 
Vix A, = SIM, 


tml 


T Xas X, = SI TEX 
k=l 


ROX,, XD X: = SRK, 
定义 了 CPR ARES RR) TRE, € CCR) .如 果 令 
[Xie Xi] = SichX, of E CoW,R), 
1 一 上 


则 有 
(1) Ti =— Th, Rh =— Rhi 
(2) Ti = Mh — Pym eh: 
(3) Ri, = >) hi, — Pity) + Xi 一 Xi —_ cyl. 
z=] =l 


竺 别 地 ,如 果 了 为 局 部 坐标 邻 域 ,和 一 Syd = lym 为 坐标 


FARZ MCSA] = 0,6 一 0 ,上 且 上 述 公式 就 成 为 
Th = Ti; — This 


= 3 
Ry = > (Pur — Par) + an, -= Zr. 


_ 2 TX. 和 
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D RX = RCM, XX 


=— R(X; X) X =— D RX 
k=1 
推 得 Ti, 一 — Th A Ri = — Ah 
(2} 由 
> THX= TCX: XN;) = VY xX; — V xX —_ [XX] 
上 一 上 
= Yn oN 
r= 1 
FE Ti = I — i 一 
(3) H 
ST RLX = R(X, X) X 
t= 1 


= VaV xX — Va Va Ai — V Exp, Xi: 


V6 DI TK) — VPA) — V ea Xe 


k=] 


I 


m 但 


DTA + > rx, 一 YRA 


sm] =] a=] 


一 SOGN, — Xe DX, 


da] 


oh 


= SS tut RI) + OX 


=! s=l 


3 


x 


— XR YX 
s=] 


推出 所 要 的 公式 . 
定理 1¢Cartan 结构 方程 设 页] Xm 为 EM 的 开 邻 域 E 
上 的 Cc EE o aH a AU EH Ci 形式 ,它们 由 
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, besa i , . 
of Xi = d= Dii = Nne RX Co h U EE D 因而 由 


联络 V 确定 ) 更 进一步 , 直 AREKEA: Cartan 结构 方程 
(1) dot = yo Aca + > Ss 


sa=1 2 i 


(2) da = Stat AtS PU A ot 


sm} 


证 明 (1) 
(die A at + y Dr A Xas X) 


= 2 {eC X Jat X,Y 一 a CX, at CX) >} 


>> Tatar CXF) 一 er (Xa (XD } 


2 


-5 CS 一 Not + > LS ncora — dd) 


sbe] 2 k= | 
= Th Th + oa — Ti) 
= Fh — Pa H iha ih a 
=— ot 
ACen) — MIX) — af (LX, Xi.) 
= daf (X, Xa) 


推出 . 
(2) H 


(Saf Aw&+ > LS Ries A ot) (Xi, Xs) 


r=1 2 k=l 
= >, {oi CK DACA 一 af Xa} CX) } 


+= LS RA Jat X) 一 FXX) 


2 A 
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ap? rot 


Pe — X, Tere + Ria 
eo] 


Pudi — >) Fst > no) + T (Bia — Rin) 
L 


i= k=l 


= Xu XD $, eara 


sw] 


= Xfi — Xa — >) Ment! 


k=] 


=X, A raD — x3) Te 一 CD Ta Sex 


= KAA — CR 一 oC [Es KX |) 
= dail X, Xs) 
推出 . 
RV Ams Co 流 形 M 上 的 线性 联络 ,CU ,pp), tx) AV, 
i) 为 时 的 局 部 坐标 系 - 


V2 2 -Hr 5 (x) 
EXTU EKA RM Grotte KRO Th ;而 
， z a 
Va By? = Ds ay 


定义 了 了 上 的 联络 系数 Ta 应 用 联络 的 三 个 条 件 , 当 U 站 = 二 多 
nt ACV’ AV’ mide Vv) 


得 到 
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加 " ae! ari ay” | Fr ar 
T= >) Saat t+ > Cx *) 
E „fi W OP oe St YY a 


另 一 方面 ,如 果 已 给 MAP RMA eR IK 
样 的 局 部 坐标 邻 域 U 中 的 一 组 函数 启 , 使 得 在 任何 两 个 相交 的 局 
部 坐标 邻 域 的 交 中 ,公式 人 O 成立, 则 由 (x*》 可 定义 Ve. 
Ze U 中 得 到 一 个 线性 联络 多 EH O’ EU Ar := 
VY” 所 以 它们 唯一 地 确定 了 TM 上 的 一 个 线性 联络 . 

本 节 开 始 的 线性 联络 的 定义 是 用 了 不 变 观 点 或 算 子 观点 ,也 
就 是 近代 观点 的 方法 ;而 用 局 部 坐标 邻 域 的 开 覆 盖 , 公 式 (x* ) 和 
Ck x) 定 六 线性 联络 是 用 了 举 标 观点 ,也 就 是 古典 观点 的 方法 . 

现在 将 切 从 TM 上 的 线性 联络 Y 扩张 到 余 切 从 了 * M4 和 张 量 
从 9**TH 上 ,为 方便 ,将 该 联络 仍 记 为 V . 令 

VO UTM) X C™ CY TH) 一 和 coy TM), 
(X,0) > VXO = Vee. 

C1) Vaf = Xf = OO E COM, RO = CTC TM), 

(2) Va 由 TM ERE V 给 出 ,Y € CCM) = 
CPIS TMY ; 

(3) (V0 O = YOY) 一 8Y Y), E CCTM) = 
CO": TM),Y E CCTM) ; 

4) CFD W We Fiste = Vx OW Wahi, 
FI) 一 5 AP Wiis Vain Wire t, Wrs Fig e Y — 


i=l 


MaW, err a Pps Fiata pois W KE ps Vicrs ttt F) oF € CHEE TM) a 
j=l 


W, E CYT M) = CaS TM), Y, © CCTM = COCO TM). 
下 面 的 引 理 2 中 的 C1)、(2) 论 证 了 V 是 张 量 从 的 …* TM 上 的 
线性 联络 . 
为 得 到 V 的 性 质 , 先 定义 收缩 映射 . 
EML Be {ex} Ay me SE a] VE, fe) 为 其 对 侦 基 ， 
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V* 为了 的 对 假 空间 . 映射 
Ct: Oye F Theo! F 
HY WE VY ,1 一 l, ,F 一 1,¥ Y, = TY ,7 = lytys 一 ] ;有 
CCW yt WEY F) 


一 SW, se Wig is 
k= 


FY istr Eat Fa) 里 


称 之 为 收缩 映射 . 
引 理 2 Cy Aled. fet} 的 选取 无 关 . 


证 明 {a}. {a} 为 另 一 组 对 偶 基 , 且 = >) ese — 
>, Het » HY 


DOM ee Wins Wyy yee Fin 了 了 yy 了) 


i=] 


= STOW Wis > ade! Wye Wais 
4=1 t=] 
Fj, te ;19 N Aken Ype 了， 1) 
i=l 


= > { >, ALO F, ena Wii se Wis "Th 


k=] as] 


Weis Fis ttt Fj Le@ta Er Fa) 


>) OCH 1+ re Wye WF, jois@es Tyre Ya) 


t=] 


m i 
= ST aie Wie, Ws vee WF, si BT, 1), 


=I 


注 1 可 以 证 明 
CON G e GO X GO W 的 证 ,) 


=W XAR -QA QXL OFO 
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DWR QWs 
该 公式 也 可 当 作 收缩 映射 C 的 定义 . 
此 外 ,关于 28 的 分 量 有 
(Cw } He L 
= (CH) CT ye, ste ve ) 


t=] 
出 
一 > 8 (en pitt eli, 
t=1 


i 
Srl gba es L E 1 7E Es J 


= Ds 
i 
引 理 3 (1) Vaf E C°CMLR) = C(O TM), VY E 
CCTM) = CoC TAM), Vd € Cm (69 TM), HP 了 ET 
R),X,¥ € (CC TM) ; 
(2) VAQ'IM 上 的 线性 联络 ; 
(3) VCA TM) > CCA TM), HP ECOLA TIMO 
ATM EW r Bt ch IEAI, 
(4) VOOGD = CV 18) Mat 0D Vig AE CTM), 
7 E C™COYY TM) CREED; 
(5) Vite AD = (Vx) A Pt+a A (VP,o€E CPCCA’ 
T*M),BEC°CA'T*M) ; 
(6) Vere Ch =C e Vx. 
证 明 (1) Vxf = Xf E CPCH,R) = C(O TM), VAY E 
CPU) = C° (Q TM) 是 显然 的 . 
因为 对 站 了 E CPM R) 9 E CCTM) = COCR TM) ,有 
CVD GY) = XCAGY) — ACV GY) 
= X(f@(Y)) — OCCXPY + FV «FD 
= (XHY) + FAXY) — (XPO) 一 FIY) 
= f(V x07), 
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CV x8) (W140 ,i » FH is Wit 9 Wy Vig sis) 
= T lO W: 1" Wi ee Ms ptt „W, Fy 77" Vi) 


+—1 
_ >, OCW ete Wiis Vox Way iy tet „W, 4 
i=l 


Wis Witir Wafi’ tee »¥,) 
— oW, er Was V CSW) Wists wer We Faget iV) 


— ` ACW t IF; fW Wait „F, 13 


f=i+1 


VaR Wip +W, Fi p." sYa) 
一 Siem, "tf rH. sf WFititt -Fs i sV 5-13 
j=] 


FaF, Yogi Ya) 
= FOV A) WY Ya) 
+ XDW e Wa Yat YO — CXP OW ie Wes Fitt Ya) 
= FOV OW iar Wrs Fiy Ya). 
类 似 可 得 
[DT 
= fCOV x CW Fite F). 
关于 如 法 的 线性 性 是 显然 的 ,因此 VY x8 E COGI TM) . 
(2) %4r=s=O0M,V:C™C(TM) X 0” OO TM) C> (0 
TM) 显然 为 线性 联络 . 
7 一 1 8 = 0, 02 的 00 TM) = CTH), VY :OTHM) X 
0~CTM) — C (TM) 是 已 给 定 的 线性 联络 ， 
对 其 他 情形 ,从 定义 ,显然 Vx8 关 于 针 是 C0”CM,R) 线性 的 . 
HESR Zt Y f E CMR ,有 
CV FAD CW se Was Fitts Y) 
= TFI We, Yit Y) 


一 >) few, et Wiis V xl Wisi ure cree »V,) 
i=] 
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— Now, p. iW, Fy sve F; + Vix, +F jag sor Vs) 
j=l 


= CCX) + N OO eee WY “9¥ 5) 


Al VGD = (xpet+ fv... AE 
V CCTM) X CP (QS TM) — C(I TM) 


(X,0) Vd 


为 线性 联络 ， 
(3) Hee CA SN) 的 反 称 性 和 Y 立 妇 的 定义 立即 有 
V E CCA T M). 

(4) 当 7 一 0,8 一 0 或 二 0 和 :二 0 时 ,公式 显然 成 立 . 对 于 


其 他 情形 ,有 
CV x{6 69 AW, WL, ever Wi Viet ¥ 
mM 


= VY a Waat Wee Fatta . ACW ye, 


sF: et Fs) 
了 ， 了 Fe) 


La 


> aw, we Wi- 7 Y Wi Witi pnr F, is) a*n oad 
+ 一 上 


" nW, 1e War Fite Fo) 


DEW Wa Yi sF 5-15 Y xY, Fait’ F) 


i=l 


* WF, an Wrs Yi p" sYa) 


h 
Maw, "tt Wri r Taia Ve) 

k=] 
. ah ooo „Wii, VPs Witir ‘Fa’ F, yet Fed 


一 AoW We Yi ee Ya) 
rar 
* ny Was Yita Fi is VYY tt YO 
= (Va Gg HIGA Ve Mi Wo Wist Was 
Fuster Fap Fists FOs 
REVOO = (V0) Oa + OR Van. 


(5) 
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(r+ s)! 


ris! 


“ps 《一 La & B*) 


Vala A A) = Y xt Ala GS BY) 


= Vixt 


risl 


= qi "Vila A 


aa 


— "CV sla & Ay)" 


Aa 


= LDC vv TE. V xf) 


rie! 


= dit 1)*(CV xa) DO 


T 


+ rzi TO Dla @ V xB)" 


(V A Ban CV xf). 
(8) 设 {a} 为 TM 的 局 部 0" 基 向 量 场 ,{e*) 为 其 对 偶 基 向 量 
场 . 因为 


CV xe) Ce) = Ketle) — ett WY xe) 
= Xd eC Sen) 


| 
k 


-mæ e Dev.e) 一 一 可 dale.) 
n=] tye 1 
— Ser =— Sars, 
aif 一 二 a=] 
vw 一 一 Slate. 
i=l 


m 


XA V e = VY Siete Ct == D Tae a's 
n=] 


nr1= l 


DAW, e Wiis V aeta Wi Was 


25 


于 是 
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Fist?" „Y; see Vg ttt sse) 
™ 


= Ñ) a OM Wise, Way Wris 


[ [= 1 


了 PFa), 
DoW WF: “J se yy te Weis 
k=l 


Fistt*s¥j-15 V xaos Yat’ Ya) 


= $) aH ge Wine Wiss Wels | 


让 -mi 一 二 


Yip BY," 了 7 


`y few, ttt Wis Y xe" Wi, "ee W, 

k=] 
HETEL oP jn fae ls es “¥,-1) | 
+ aw, an „Wi; 2 Ws, =.. „Wi wry + F,- 19 
M Erat jatt +¥3-1) 


cay * V x) (Wi st W, yi Vea) 


= > CW D We a Wicie Witt >We 


上 一 1 
Viger »¥ 5-1 very Fiata Fai) 
= (Vx? OO) (Wie oy 1s Fayre +¥u-1) 
_ > [aw sty Wiis V xe Wis sor Wes 


t=] 
了 了 Fj 1 1 
一 OCW Wiese Wat, rope Fayette huis 
WV re Fy ED 
= CVx* CO Wy WF Ya — 0 


= (F g o CU Wy ye We Freee a Fa), 
Cie Vx = VC 

定义 2 设 2 二 {THM n, GLM, R), R", E) HMAC IM. 
v:la.b]—~ M H C RR aR Vey = 0, 则 称 y 为 测 地 线 , 如 果 … 

条 测 地 线 不 是 任何 测 地 线 的 真 限制 ， 则 称 它 为 最 大 的 测 地 线 . 
定理 2 WV 为 nw 维 C™" 济 形 玫 的 切 从 TM 上 的 线性 联 寿 ,»; 
[ad] -e MAC? Hex, RIE Y E 也 好 ,存在 7 上 的 唯一 的 
YQ) E ToM MP YG) 一 了 ,了 OQ) 关于 上 是 cr MWA Ya Aye Le 


行 的 ， 
WA 在 yco) SO ABBA pir} HR 


“1 dx 3 | 
yi) = dt a 


r=] 


则 IOR: g THS = 


= Vywml a) = 


， FQ) = = > Ore a? 


ELE $ 


k=] j=l yL} 
daye Sy dr, . 
=> 十 ies =O, k= 1,… ,mt 向 量 的 平移 方程 ). 


因为 初始 笨 件 了 (a) = Y E T mAAR HY Ca) ,由 线性 常 微 
分 方程 组 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ,以 及 利用 延 拓 的 方法 可 以 得 
到 沿 ?平行 的 唯一 的 C™ 向 量 场 CO ， 

推论 1 在 局 部 坐标 系 C.p) fa") 中 ,为 测 地 线 


dr dz’ 
0 = Vye (Oo = Dii + Doala 


dêrt > dr dzi = 0,6 = lp, m. GUARA) 


dë dé dt 


yte} 


1 dé at 


推论 2。 设 yl) 关于 + 为 测 地 线 ,CD A 0st 二 4D) HC” R 
2y 


KEX Vout (Ca) 40,0) peu) XF e 为 测 地 线 Su = ot + Bia 
A OM £ AHR. 
证 明 因为 XD 关于 # 为 测 地 线 ,又 于 hy 


0 ,到 TEA 0). H 


_ dz k dz’ ds? 
ote 


3 dt dé 
_ rdr + dr dz’ 24 oo 
=(% 十 bsg TIG D + u de 
所 以 
dz 十 x roe =- 0 = Ou = at + P, 
vom py 


定理 3 HV A mie HUE MEA TM 上 的 线性 联络 ,? 
E M.X ETM, WEM PREE- RER vo, ee 
yt0) = py 0 = X. 

证 明 设 Uspio ER E OW) = (@, 
veya") |x] <lc} Ml ply) = 0.M X RRA 


= De : CER 
考察 常 微分 方程 组 : 
= =# (lism) 
LS tyne LEL m) 
df — Z + E y at a = T IR 


《Tie ag" zt g a 2") [rang = CÔ, Oat a), 
I e K WEIS <e, 0A K+ oo; 使 得 上 述 方 程 组 的 右边 在 
二 1 ym} Pe 
Lipchitz FfF. 由 常 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 定理 得 到 ;存在 常 
Hb > OR Cm BM s(t). 20,1 Sim, lt] 之 如 使 得 
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dz*(t) 
dt 


(1) =#) QKE m |t] Cb) ; 


<= < AREO pete DO E) 


(1 Sk m, el <4); 

C2) Ca COD eee pa (0) p CO) 2709) = Ore Oral yee, 
a™) ; 

(B jew <a, EO, LK OA KES mt h) ; 

(4) POOLSE m) AERECO DO DOE — 
的 函数 组 . 

RHEEN T FERMERI rO = psy (0) = X HY M PH 
测 地 线 yO. 此 外 ,任何 两 条 这 样 的 测 地 线 在 := 0 的 某 个 区 间 内 
ERAH 从 (4) 可 以 得 到 ,如 果 两 条 测 地 线 yj (GE) 和 yeCD (i 
E jz) 在 某 个 开 区 间 上 重合 , 则 它们 在 人 门 1; 上 也 重合 .于 是 ,立即 
得 到 本 定理 的 结论 . 

定理 4 KV Am Co RIG M 的 切 从 TM 上 的 线性 联络 ， 
则 

Vere (Bi Ver = Var CX,F)) 

为 TM 上 的 线性 联络 S0 = V — VAM EM Co MH 2 rb 
量 值 张 量 场 ( 称 为 YY 和 Vv 的 差 张 量 )， 

WA) 因为 V VY ATM 上 的 线性 联络 ,所 以 CCX， 
FO = VaG¥) — VG) = (XPY + FV Y — PY VY = 
FOV aY 一 Val) = fCCX,Y), Alc F Y FE CoC, R) 线性 的 .6 
关于 XH CUM.R) 线性 是 显然 的 . 

(=|) AAV ATM 上 的 线性 联络 ,为 上 的 0Y 的 2 阶 
协 变 向 量 值 张 量 场 , 故 

VixCf¥ = VxCF¥) + CCX, FY) 

CADY + FV x¥ + fCCX,Y) 
(XPIY + FV xF， 


ll 
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Bl 满足 线性 联络 的 条 件 (3) ,而 条 件 51)、(2) 是 显然 满足 的 . 这 
就 让 明了 V tha TM 的 线性 联络 . 

定理 5 HV MV Amie RIE M AUA TM 上 的 线性 联 
C= Y 一 V HERES 


S(X, Y) = 5 [ECX EO] (对 称 )， 


ACX,¥) = FECAL) —CUY,X)] CRF), 


则 G) 2ACX,¥) = FOXY) 一 TC(X, 了 ,其 中 TT 和 7 了 分 别 是 可 
和 V 的 挠 张 量 ; 

(2) Ca) 联络 竹 人 有 相同 的 测 地 线 ( 和 参数 相 问 》 

(Cb) 对 所 有 的 XCX, X) =0; 

Stoo S=— 0; 

Sids A; 

(3) 可 一 7ST 一 7 了 且 它 们 有 相同 的 测 地 线 . 

证 明 (1) FX, Y) — TCX.) = VY — VrX — [X,Y] — 
TaY + VrX HIX, Y] = (VY - Va) (VX Vr X) = CX, 
Y) — C(¥, X) = 24CX,Y). 

(2Q(@)=(b)) Ry AHF X, 的 测 地 线 ,y (0) = XXE 
ee TM), H X| =y 则 

CCX X= CVO, (CO) = COX, XD), = CV AX VX, 
= Vy = Ver lao = 0—-0= 0. 

(Eb 因为 对 所 有 XCX, XAY = 0,8 
Ver — Ver =e.) = 0, 
Vey = Von's 
Ver = 023V yy = 0, 

AD V AV 有 相同 的 测 地 线 , 
(beste) 因为 


S(X,X) = Flex, x) 十 0(X,X)] = (X, X), 
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yl 9x -HFX = FO - §€X,X) — SCY, 493 = SOX,Y). 
所 以 
人 人 
3 S PY) = U,V XLF. 
(xed) FH SOD = SLCC.) 400 X07 BELLS 


= OI SX = OSC) =— CF OSEA, Y) = hee, 
PO ~CU,X)] = AX, F) Ape = a. 

(3) (=>) WR. 

(=) MT = TS Va — VX [Xr] = Val — VX — X, 
Y]ECOXY) = Tr — Va = Wek — VX =C, X” A T 
V AAT ay AR OS = 06 C(X.Y) =— C0 .X) MT RHP 
E A tHe ey ER oc 既是 对 称 的 又 是 反 称 的 党 和 王立 一 
Var =0EVW= VEU AY. 

定理 6 VAC TUG MIA UATM ERTER MIA 
唯一 的 线性 联络 可 (可 二 了 一 FT(X YY) 与 Y 有 相 问 的 测 
Hee (Ze SCRA TR]. ELK RT = 0. 

证 明 AAV ETM 上 的 线性 联络 , 一 SIX) 是 池上 的 
Co 的 2 阶 协 变 向 其 伟 张 量 场 ,根据 定理 4, 豆 = V Er ETM 
上 的 线性 联络 .由 CCX,X) 一 一 7CX,X) = OMY 和 立 有 相同 
的 测 地 线 ( 参 数 相 同 ), 此 外 CXL) = VY 一 VX — [X,t] = 
Far POX) — VX +49 X) — [XVI = Tir yX 
— [X,Y] — PCX.Y) = T(X, F) — T(X, Y) = 0,80 F = 0. 

由 定理 5(3) RTM EAMT VIA Va BA V 
A AG fe] aS MH 2S AI). KET = T =O. VI = Voa 
叭 -一 性 得 证 . 

3] 


注 2 定理 4.5.6 给 出 了 从 已 知 线性 联络 V 构造 所 需 的 新 
的 联络 . 但 是 必须 指出 ,Y 不 是 2 阶 协 变 向 量 值 张 基 场 . 如 选 了 E 
CCM, R); X,Y €E CCTM) PECX DY Æ 0, M VG) = OPK 十 
IVY FEV GY . 


1.3 Levi-Civita 联络 和 Riemann 
流 形 基本 定理 


本 节 将 证 明 C™ 向 量 从 上 必 存 在 Riemann 度量 以 及 Riemann 
流 形 芍 基本 定理 . 

Oe M1 WE= {E, M, a, GL, R), R", E) AC” MRAM 
m AE 0” 流 形 . 类 似 1. 1 fl 4, QP? E§ = (KP? BLM smo GLC", R), 
R" ,0.2} 为 8 的 (0,2) 型 Cr 张 量 从 . 所 谓 Co 向 量 从 6 上 的 一 个 
C7Rieman 度量 (或 内 积 ) 就 是 在 每 个 纤维 上 正定 和 对 称 的 Co R 
M g = <s) M 一 "EB, 即 对 YpE (0,2) 型 张 量 ( 双 线 性 函 
Og, = CB X E — R, X,Y > 9 CX,¥) = (XY), BE, 

(1》 HER XE F,,9,0X,X) > 0,8 go (XX) = 0X = O 
CIE FED; 

(2) MERE X.Y © Epl Y) = 9,0, X) JRE; 

(3) gg 是 C0™ 张 量 场 (C™ 性 ). 

wr) te) E EAE URE ALE Xp) = va (pee) 1 
=I, a Aw Cp) AE. gu = 9 Xi) XD) Ag RF OTU), 
vo) 的 分 量 , REM. PRG MEARE) BAL ERE. 如 
XY = Sax,y = Sex, pati 

gX, y) = g Ò aX, > BiX,) = > gat. 

如 果 Ca) on) E OH EW A AMF PLAX = piip, 

est = lyen A 7 1(p) 的 男 一 共 , gy = gCXAP XD) AATF 
32 


(aT U Oe) 的 分 量 , 刚 
F= gX Xp) 


= aX, Sex) = S gute., 
RilI 


k=1 [=] 


- ne : ve ci Gai ren Pin cl el | 
Gat “ee Gan el n.. Ch Gul Gon ci ch 
gh re. 的 " di . di g" g" d} at 
ane arte ae 十 一 khp + ak + 
g" a g” d za. if" g 1 g 4 cl Fi 


其 中 da) Ale) ASABE Ch)? PAE PE. 

C@ 回 量 从 上 上 给 定 一 个 Riemann 度量 g = (,>, 直观 上 就 是 
将 每 点 的 纤维 最 以 内 积 而 Euclid 化 ,同时 要 求 从 一 点 到 另 一 点 蛮 
化 时 保证 ce 性 .因此 , 它 就 是 Euclid 空间 的 推广 . 

fll is M, Æ m HE C Riemann FUE M E m HE Co 流 形 ， 
Sf: MOH CoA BISOA Ceg, H rank, f =m pE M). S 
ik f*9 A 2B cy ERRED. 又 因为 

F*gGCX NX) = gX fX SO, 
F* gX, X) = gf X, fX) E OSS. X = 0X = OCF WBA); 

F gX, Y) = gfx Xo fa¥) = ofa fy XO) = ftg X), 
所 以 ,了 9 7 M ERJ C” Riemann 度量 . 

特别 当 UM CM. SHARMA A WRA, W XF) = 
gF X fY) RICA gC XY). 

定理 1(Riemann 度量 的 存在 性 ) 12M Am AEC” HIE GER 
M 具有 可 数 拓 扑 基 ), 则 Co 向 量 从 & = E, M, a, GLO, R), R", 8} 
上 存在 Riemann 度量 ， 

证 明 RR MN Re A RIE Uo ER 
ATEM Ce Pi i ola € rh EOT UY E OPA) 
= palpa), DX GG 一 机. 则 
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J PoP) supe PE Uae 

| 0, pEM— (aE l.,lp.(g) > 9} 
E mM LECH. BAB EA pl 于 是 ,容易 验证 g = = 
Sh pf 为 大 或 再 上 的 一 个 上 < Riemann 度量 ， 
z 


推论 1 mC RUE M ERA Sc AAS Re FY Be BE 
iy fal dk) OG) @ 阶 正 交 群 ); 它 可 简化 到 SOG) = {4 E 
O(n) [detA = 1} 007 向 量 此 上 或 下 是 可 定向 的 . 

证 明 HER ldt Uo 为 形 的 一 个 局 部 有 限 的 坐标 邻 域 的 
开 覆 盖 , 它 平凡 化 8 或 8. pu 为 从 属于 1 的 C 单位 分 解 ,无 (p) 
= pr (p,e) 根据 下 面 的 引 理 3 中 的 Gram-Schmidt 正 变 化 过 程 ， 
可 由 {XP)) 构造 关于 整体 Riemann 度量 ,的 规范 正 区 基 
{XiCp)}. SÆ ALAR BRAY dure UCU) UL R" pal Xp) = Cred, 
则 转换 函数 gM (注意 这 不 同 于 定义 1 中 的 gui 将 规范 正 交 基 谈 
HWE EE, A EREE ZH Oe) P. 

因为 detgs Cp) > 0 & gulp) E SO), HR R BE UY RF E E 
SOY C” AEA i Be E BY E GE TEEN 3) 的 . 

E2 设 (村 ,90) = (M, 60 A m 2 C Riemann fie. E = 
ITM, M ,a,GL(m, R), R", 2) $ M AMX = <x, = a =l, 
"= m. M 

fo = 4.5) = (2.4) = gi 


Ua. a 
gX, = gC Sta =, SSeS) 
和 


- 9 A ‘ 
gi 一 9 Garay = 192 War! 2 WR 
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-yy 
dd yt af 
ae’ ae! 
= Nig 31 ? 
Ww 
ahr” ore ae" Bee! ano det 
~ r. = ay’ ay | [gi Gru | Oy oy” 
Gal kiaii Fam de! aon aa” | yml tm | Ba" nan a 
ay” oy } E> ay 


Rt X,Y E TM, || XI = “OX, 为 六 的 模 . 如 时 闭关 0,Y 关 
0 ,根据 Schwartz 不 等 式 KAF S || X || IY | TREX XMF 
ZARAR IOSIS m H 
(X,Y) 
WX PP aT 
BE yila, d] M A C# Hy O = ve CD ANE y I 
Cyx AY y BBR BR eta?) FATT SEX A a BU bv ER BE Co =) 


cast} = 


LOJ) = f VO 0, @ dt = | | Co ya 


CTRL FR pa BRIE SE , 故 积分 企 在 有 限 ). 

一 般 地 ,一 条 分 段 C” 曲线 pCR ps la, b] — M IESE, By ELA. 
iad RAC? A = O01. A Bee Heche e h E aa 
= H ) 的 长 度 定 义 为 

Lty|s) = 2 TOI) 

引 理 1 LOD 的 定义 不 依赖 于 ved D 的 参数 的 选取 . 

证 明 PRAE, REE piled] — [a,b] HCY wt = 
PY EE= ple), b = gd, gt) > 2 WG = 
P (ay (pCa) ,于 是 

85 


| Vy @at= | UF GU, PADDY Cadu 


SACRE ONCE OORT 


引 理 2 iy) H a RRN s= at pato, HERS 
WIE S yO | = «CHR #0. 

证 明 ist = | vy Gy @)dt + sa) = | | y &) || de 
tsa), Ws = | ¥YO.s = ot + fa #08 WHR 
Si yc | = «HRD «0. 

引 理 3 设 (M,g) — (M.<,)) ym H C” Riemann 流 形 , 则 在 
任何 局 部 坐标 系 Up, {7} 中 , 必 存 在 C” 规范 正 交 基 

证 明 ”根据 Gram-Schmidt TE 22 (43 FE TE 


a 
i= a7 
9 
Ye = it 42 
a ， g A 
Ys = ha za + Azza t 3 
= Am Bt dee Bt vt E Anni T + ee 
= 1 ? Fr ml gml on 
由 (YY) = 00% 9) TRE ŠT) = 06-< 480. gp + 


ad d 


aot. 9 4, a+b A; wie Rew ai - t igp’ z 一 ],i = jy — 


Be ar 
1. 于 是 ,可 推出 为 C = 23m i< j) aera HAREP A 


WY EU LOH. Ses yT Fs leli = Lye 


(Fa F? 
m} BREE U 上 的 0™ 规范 正 交 基 . 
引 理 4 设 (Mg) = O) A m H C” Riemann we. eliS l, 
eem} Kieli = ls mm 都 为 TM 的 规范 正 交 基 , 而 ei 二 1 
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m} ALE |i = 1,…,m} 分 别 为 它们 的 对 侦 基 . 如 果 [e，…en] = 
[a,,… ,ea] 《定向 相同 ), 则 
eo 并 
此 外 ,如 果 ? 的 局 部 坐标 系 (C,9) 1 与 [eye] 一 致 , 即 


Fe ren] = ER ka ; 刚 


eA ÀA a = vdetlgsydrl A + A dz™, 
va 2 
其 中 Tis 一 ‘i . 
证 明 令 


B oo 四 
e doe am} Mf 


WM Cd 是 (ec) Ces OSS BE Ae, PE (a) thE 
H. detid) = 1 ,这 就 证 明了 


站 
i=l aol 
= det(d Je! Ace A em = ege Ate A ew, 
= = X aie; » P 
hs = E2) = (Qj awe D ane) = È tts» 
Bp Cay) = (au) Cay)! ,所 以 
det(a,) = y detig >> 0. 


vs 
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由 于 e = vod :上 故 


i=l 


el A Ae = Canada) Aver A (Ò a ndrin) 
Awd 


Im! 
= det(a; dz’ A «++ A da 
= fdet(g,;) dz! A -e A dz”. 
定义 3 设 MZ Am ECO RE WREE Z, COD ,使 


得 
(1) (U0 ,p) CO) BM ; 
(?) 对 7 (Ear Dala {at} E EIH (ps pals iy} & Lf a ;让 
wy. BT 
et ar” 
AL yt arey™) — oe a 
Haar) — Ot = 0, 
ar on™ 
Rp 
2) fæ ae a 
ay ay! ony Jr! 
2 wi a | 
ay” oy" dy” ar™ 
a 3 9 a 
Lagi By 一 Lair al 


则 称 (MZ) 是 可 定向 的 . 

如 果 存 在 ZACZ, REOL (27 AD BRE: WRU) Cc 
BSE Cape) E Zi BC) MU) E DZ. MBAR, 
PEF, MEDEE -TUO go) € Zi. CSU 不 满足 (2)， 
刚 称 2, HOM.) 的 -一 个 定向 . 

一 个 定向 流 形 指 的 是 三 元 组 CODD) ,其 中 和 HOM, DL) 
的 一 个 定向 . 

38 


WR M, D) 不 是 可 定向 的 , 则 称 之 为 不 可 定向 的 . 

显然 ,如 果 1). D, A = (eee) ©, 
BS & 中 的 元 素 满 足 (2)} WM.) 的 一 个 定向 . 

isp, mS, ANS) 的 一 个 定向 ; 则 ar = IIE, pr ° 
OGM E D) AM, Z 的 另 一 个 定向 ,其 中 pg: R"-> R", 
pa (al yee A e = Grle get — oe), 

定理 2 mt Ch WE ERIE O , e0) Ra AE E. 

证 明 因为 M,A) E E EA = (COL [ae aa H 
其 一 个 定向 . h ERA Z = (CL pee p | lag) E D) 为 其 另 
IER s RTM, 22) 至 少 有 两 个 定向 . PER Co) 至 多 
有 两 个 定向 ， 


对 MDP) OE REL a PE MIL y= em ET .其 
PUp), ir) E Mp CU. AAEM 3 中 条 件 (2) ,ww 与 局 部 坐标 
系 的 选择 无 天 . 同 理 分 别 对 应 于 OZ A SP OA vy, Ap. 

iS = {p E M|a = nh TV p E s AA wy =», RU), 
E E Zao wy} E Ai fi peu NF A 

Iy ste | 
Kalp a) jene 
易 见 m= ng EUN RARE YE S, iS AM PHHE. 

A MS = pE M) a En) = pE M u = »,) A 是 
(M,Z) A— IERA M — Sth MPR. h M ES 
= S la = — r), RI Zr = D, RE M —S= ium ți A = 
B. 

AHA mIKE 微分 形式 可 以 给 出 e 流 形 可 定向 的 充分 必要 条 
tF- 

定理 3 mHC” 流 形 (9 的 ) TE OM EFTEARARE O AY 
mi C° MoT IER w . 

证 明 C=) WU) dr) © 2, HURA AWA Ce 函数 
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-> 0. 


fo:U — R {EI o = fde A> A do". 因 为 @ 处 处 非 零 , 故 产 在 忆 上 
也 处 处 非 零 , ALTE LE Be Be BY SS fH oe EB fy ls > OR fel <0. S 
Di = {Vp € Df, > 0} 

(其 中 五 不 必 连 通 ), 则 名 ,为 M bP ER. 

Vee M WERE p HEH BRERA Sele 之 9, 则 在 
7 的 新 坐标 系 (0, psx。) 中 ,Js > 0. Fie A 满足 定义 3 中 的 
C1). 

MERU ow E Zp ys E DAVY SM 
FEU TY EF 


Aas z™) I 四 _ 1 | m 
Iago) A A dy" = dr! A A dr 


= Ss I aan m 
FA A A dy", 


故 


Haterz") fy 
ACyly") fy > 0. 


于 是 , A, HAE 3 中 的 (2). 
如 果 Upi) CS ASEM} € DRESSY 3 
中 的 <2), 则 


fr = AC alaeeg™ 
Ff Rr) 


ZA fh > OKA > OAM) E 多 ,这 就 证 明了 Z 满足 定义 1 
中 的 (3). 

(>) 设 名 为 (M, 多 ) 的 一 个 定向 ,; 则 {V1 E A 
好 的 一 个 开 覆 盖 , 因为 e 流 形 M 具有 可 数 拓扑 基 , 所 以 好 是 伪 紧 
的 ,从 而 有 局 部 有 限 的 开 精 致 {5 ,| ape) E Brae F}, (pla E 
D 为 从 属于 它 的 cr 单位 分 解 . TE ai} We) 的 局 部 坐标 , 定 
pa 


o= $ pdrel Ao A det, 


aE r 


d0 


RR oA MEA me Ce 微分 形式 - 只 须 证 明生 处 处 非 0. 
对 于 Y pe MR pHa hAC M, dy) E Di. TEH 
EUG WEG. LF 
dra Ave A dat = fady' A = A dy". 
因为 Cp). aspa) © BW falene, > 0s fala) > 0,60) pap) 2 


0. FH D o 一 1, 必 存 在 Pa > 0, HA Falp pa i > 0, 
wes 

>) fap) pal p) > 0 Fl 

ag r 


y= N pada! Aw A dz 


Er 


= (>) f.(p) pap) dy! Ae A dy Æ O. 


acer 


易 证 { 人 参阅 [ 徐 ],256 一 263 T, 4p]. 183—191 H): 

定理 4 Rm AEC? EU CA CZ) 可 定 
问 eM 上 存在 处 处 非 0 A ESE DE m E OM EEEE SE AY BA 
法 向 量 场 ， 

此 外 还 容易 证 明 Euclid 空间 R" POR. RS". 圆柱 面 
3S"  XR, 奇 数 维 实 射影 空间 PR) 和 m 维 复 解 析 流 形 视 作 2m 
维 实 解析 流 形 等 ,都 是 可 定向 的 ;偶数 维 实 射影 空间 PCR) 和 
Mobius 带 都 是 不 可 定向 的 . 

EMA 设 (M,g) 为 mq 维 0" OY EAN Riemann 流 形 , 其 定向 
为 @y. 由 引 理 3 和 4, 在 避 上 确定 了 一 个 处 处 非 0 的 Cm 形式 , 它 
在 每 个 局 部 坐标 系 (0,9), {rz'} E 2, 可 表示 为 

eA A er Ydet(gs)dz A ++ A de, 
REA (M9) 上 由 定向 Z 确定 的 体积 元 , 记 作 dr (dr 是 闭 形式 ， 
但 下 面 的 例 4 表 明 它 不 必 为 怡 当 微分 形式 }. 4m = 1 时 , 称 为 踊 长 
元 , 记 作 ds 当下 一 2 时 , 称 为 面积 元 , 记 作 dA. 

设 {Eala Ua Gad, {at} 和 有 和 助人 为 好 的 局 部 开 覆 凌 ， 
ipla E a) AART EB Co 单位 分 解 ,7E CC RD) o EC CA" 

4] 


T*M) ,定义 积分 为 


sv 
7 >| enn ob PED Cpe® BD Vdetlgu das A = A dat, 
aË u Pat Da 


fo 本 >| (2。 . a.) ° Pa Crit etr dr edet, 
N ae a Pí MANEJ 


其 中 pw = pet adri A e Adz. BIELRESS M EH Hata e 
HARE IRR Oop) ala E a CRAMER C 单位 分 解 
{ala € a} 的 选取 无 关 . 

例 2 E= (PM, M,a, GLOR), R”, £) om HE Co HE M 
AIHA .g 为 其 C” Riemann 度量 . M CM Fm AEC’ 正则 子 流 形 . 
THR, M HIHA Eu = TMM, a GLEM, R), R", Eu) WM ERR m 
的 6” a] BAA. 则 

TM- =U TM) = Y {u, E T,M u, | TM} 
ERA m— mC MBA EAM ERFA HEMA. 用 自然 的 
方法 ,7 SLE TM A TML 上 的 Riemann 度量 . 事实 土 , 设 ete), 
WEE ME = 61 MAM AFP. ROR fer fi = Lem) A R* 
的 标准 基 向 量 场 ,pz EUW Xp) = oC pest = Lee em TE |), 
上 的 Cv 截面 ,对 固定 的 pp E UMC) = Lem} 为 元 :2) 的 
基 . 借助 于 Gram-Sehmidt 正 交 化 过 程 得 到 TO |. 的 or 截面 Xi 一 
Liem PEM Y p E OLN) h = 1m) HTM LE 
FEM (Kip) [t= 1em} SKAR T TiM Xp) [t= mt Lem} aK 
my TML, A, 
pan CU) = TE |p xX R" 
SIAR Cp) — (payer A) 
定义 了 THe EWA BR GUD. p. 而 用 自然 的 方法 : 
DJAK) > Cay Ayre AD ADD) PK) 一 (pets vee PY 可 以 


i=m+] 
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分 别 得 到 了 HM A 了- 的 从 图 卡 . 
例 3 is Cit.) = M, i) 为 而 维 CRiemann FL. y:Le, 


o] 一 Ñ Cm 曲线 , 则 在 A 的 局 部 坐标 系 {z 
:一 | CIO ION. 


Sat a de ay, 
-| iD, dt ai” >D anid 


) 中 ,曲线 弧 长 为 


= ~ dzi dx 
Gu ae pra sds? = 3 garde’. 
Lil 


z. j=l 


Aa M H MR HE C 正则 定向 子 流 形 , {#1i 一 1， 
vom) 为 M 的 顺 同 局 部 化 标 系 , 则 Of EH m 维 体 积 元 为 


dv = fea, 15) du! Asse A da” 


四 m or 3 i ar 
= Af AUS) So ae D Gea aw Aon A aw 
i=l 


1 TH 
= fae an 5 Oy du Ac A du 
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Ea eae ax an" ate ort 
du! Bu | fgn cee gum | | aut Pu" 
= det a dul A A de” 
art | gs gaa) | ee am 
au™ Au" Ju! A 


Bl 4 设 ir) WR’ AI AS RAG hp RK. FE R EE C™ Rie- 
mann 度量 为 


(i) = 4 


(X,Y) = Deg De = Slav. 
n=l 


显然 , (2) 为 整体 的 规范 正 交 的 0 坐标 基 疝 量 场 , 而 {dz} 为 其 对 


偶 基 ,qz = dz A … A dr" 为 体积 元 
设 六 为 R' 中 的 a 一 1 维 C* 定向 正如 子 流 形 ( 超 曲 面 ),WM 上 的 
局 部 坐标 和 邓 fy 与 4 的 定 癌 一 臻 ;由 R 的 上 上述 Riemann 


度量 诱导 出 4 上 的 一 个 Riemann 度量 . 设 Dk 这 为 M 上 的 与 
的 定向 一 致 的 c= 单位 法 向 量 场 . 则 
Yep “Uda! A e A dr A = A da" 


= -5C pop BETET au A oe A dar 


atu l, aly 
nes 
on! an" 
NN 


= det du! A i++ A da"! 


l a" 
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Js- ll 788 Gaiei 


= dl, 
a at 
其 中 u T Ci ` 


显然 , o= D- DS Zar Ave A dr A = A drt $ R'— 
i=] 


(0) 上 的 0" 的 # 一 1 形式 G+ 一/ DE,E 


， 
RI — 


do= DC— DS — ae A de A ee A ds A = A dr 
=ĝ, 
Mo HR — (0) Ea l 闭 形 式 .因为 M 为 a 一 1 维 0" 流 形 ， 
所 以 wlw Ate 一 1 闭 形式 是 显然 的 . 
BFR ro 0, 


45 


SH (rg) = {Cayo at) E RD) (2)? = 79} 
i=] 
fer] a a ` ag x g 
上 的 cr 单位 法 向 量 场 为 > 三 oM 
dF ] . x A n 
mT Ril 1) ‘Fae Ave A de A =| A dz 


= wo] Ser)" 
如 果 oleme 或 是 为 S ro 上 的 恰当 微分 形式 , 则 存在 
Sr AQ etn — 2 Fest ni @| pete = dy. H Stokes 定理 得 


到 
| 二 | ‘erg! ý [agn a! , 


一 a 
jx o= |, Mee? PO 


相 矛 盾 (其 中 =, -为 数学 分 析 中 得 到 的 "一 | 维 单位 球面 "(1) 
2 
= e 的 体积 )， 

此 外 ,如 果品 为 R' 一 (0) 上 的 恰当 微分 形式 , 则 存在 R* 一 (0) 
上 的 Cna — 2 FBR a EAE o = dy. ITM) 一 RR 一 {0} 为 包 
含 映 射 . 于 是 

| ete, = w= I*dy = d*y) 
D O) 上 的 恰当 微分 形式 ,这 与 上 面 已 证 的 结果 相 矛 盾 ， 

至 此 ,就 证 明了 © 和 dr 都 不 是 R 一 (0) 上 的 恰当 微分 形式 . 

现在 考虑 特殊 情形 . 设 R' 的 通常 整体 坐标 系 为 (x,y,z) MOH 
R? 中 的 2 维 cr 定向 正则 子 流 形 . M 上 的 局 部 坐标 系 {us 与 的 
定向 一 致 ,由 Rs 的 通常 的 Riemann 度量 诱导 出 上 的 Riemann FE 
量 , 则 在 此 局 部 坐标 系 中 ,与 4 的 定向 一 致 的 C* 单位 法 向 量 场 为 
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rh? 


Ai owo o o ag » 9 y 
| al E 
cht ap 


于 是 , MARA 
dA 一 kidy A. dz — &dx A dz + kdr A dy 
= ey A dz + kdz A de + kdr A dy 


1 Cy z) D(z x) atx y) 
fa s ; 
i Mu mt as TBS Ku ale y) | A F 
BPO KO k) 
= det | P W che |da A dz 
jae y k 
le w De 


a 
"(> X 3, aH A de 


p SIP Pie 
PIP YP Fp 


= du A dv 
cht 
1 @ @ 
一 |det|O EF Fl\dua A dr 
0 FGG 
= VEG Ben A dr, 
ao de Fey a ae ae 加 
其 中 B= (S a? 一 E =) p (2, ap) = Garg re = 


Pla 


Af 


w a 
ww 
在 Cr 流 形 M 上 引进 Riemann 度量 yg 一‘,》 后 ,自然 要 问 ,能 
将 在 CH,g) 上 引进 一 个 特殊 的 与 g = (> 有 密切 关系 的 线性 联络 ? 
这 种 线性 联络 是 否 是 唯一 的 ? Riemann 波形 基本 定理 回答 了 这 些 
问题 ， 

EMS 设 CM,g) = M, ym H C Riemann 流 形 , 如 果 
TM 上 的 线性 联络 V 还 满足 ， 

(4) kT = 0, BIY X.Y E CYCTMY TCOXYT) = VY 
— VyX —[X,¥]=0; 

(5) 对 任意 和 了 ,Z E CCTM), 

ALA, Y = (VAY? H EXN aY? 

MPE V Ag) = (M,<,)) 上 的 Riemann 联络 或 Levi-Civita 联 
络 . 

满足 (4) 和 (C5) 的 线性 联络 是 1917 年 第 一 次 被 Levi-Civita 发 
现 的 (严格 地 讲 ,在 Levi-Civita 发 现时 ,5) 由 一 个 等 价 的 几何 性 质 
平行 移动 的 性 质 ) 所 代替 ), 后 来 在 1918 年 被 Weyl IGF RIF 
成 与 上 面 所 列 差 不 多 的 形式 . 现在 它 被 称 为 Riemann 度量 9 的 
Levi-Civita 联络 . 不 幸 在 文献 中 它 也 被 称 为 g 的 Riemann 联络 ,上 溃 
实 上 Riemann 本 大 连 做 梦 也 未 想到 过 它 (Riemann FE 1866 年 去 
tk Ty). 

引 理 5 (D) mHEC REM BATM LWBRERS V TF 
ET = 06 SHER RAB (2) OT = r ORR); 

(2) @v 满足 

ZEX‘ FE) = (VaX O 4+ OX, VLD X,Y,Z © CPCTM) 

2(b) Vg = OR Vig = OY Z E CM) 

= Co) 对 任何 局 部 坐标 系 {x'} ,有 


i = Salt + N gut hss tyjsk = Laer ym 
=i i=l . 
全 (9q) 平 行 移动 下 保持 内 积 不 变 ， 
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=; 


证 明 (1) 对 YY E COM), 
T(X,¥) = VY — VeX — [X,Y] =0 
多 对 任何 局 部 坐标 系 ic, 


a 9 d g “ a 
Vir Yox È 5l- Sid — HG =0 


SF = Mist, jk = leer , 

(2) (Ca)(b)) 

ZXY) = (V2X,Y) + (X, VY), Y X,Y,Z E C° (TM) 
SCV ag (X.Y) = VX Y) — g 7X, Y) — gX, VY = 0, 
Y X,Y,Z € CTHM Bl Vag = 0,Y ZE CM) R Vg = 0. 

({a) Cc)) 

DR = VaR a RE THM) 

今 对 任何 局 部 坐标 系 {x} ， 


mr 


S Ai = Sau + Sothys tsjok = lyram. 


i—i {=1 


(D (c)) 

XW) 二 Yeo Z YO = PD = Sy HEC? 曲线 p02) 的 
XM CEO = YS eho Bro 的 坐标 
如 果 XO AYO yO 平行 , 则 

da’ u dr’ , 

a 十 之 六 ae 一 0, 

di 

di 
于 是 ,平行 移动 保持 内 积 不 变 , 即 CX) YOO) = 常数 


_ 4 _ ds ， 
S 0= FXO), FO) = TOD 90h) 


14 7= 1 


m l dri 
Ts pt = 0. 
+ 和 fe ae 0 
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= Dy Saai + Dag Cyt Soe 


了 一 1 


= D oy — Sa ne — ae VG 


Wisi 


= S SE - Jor — zl (*) 
Ee j=l 
ay 法 = Saul 十 Spisi, jks leem. 


t= J 


在 该 均等 价 性 中 (<-) 是 显然 的 ， RUE C=). 
对 任何 固定 的 p E 对 , 选 ?使 (0) = 20) = (Sym, 


m k i 
BS) pinn == (Ù, 0,1,0, 0 = CO O10 0 50D) 


= (0,.,0, i, 0，……03 FERA C FE 
= Yor + Dalu, de jek = 1 yr 


a 设 4) HARLEY € VE VY ea 
CX‘ 二 0, 刚 XX 二 0. 


定理 (Riemann 流 形 基 本 定理 ) m SEC Riemann wie (M , 
git (M,¢,)) 上 存在 唯一 的 Riemann 联络 . 
证 明 1( 不 变 观 点 》 
(唯一 性 》 TEV BV Mh CM ,9) = M, 的 Riemann 联 
络 , 则 
XY’) + YZ, X) — ZIX, Y? 
= (VED + CF, Vad) + COV rE, AD 
+ (4, VX) — (OV aX SY? — OX, NVa? 
= (029.2) + (Y,04,2]> + (LY.2],X) 
+ (Z,V«¥) + LYX D, 
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2i FZ) 
一 XC¥.Z) + TR X) — ZK,Y) 
— iF EX ZD — X [YZ] |) 
同 理 
200 x¥ 42: 
= X (K) + r, XO — ZX., Y) — (Y. [X.Z 
— (X,[¥,27) — (ZLY, X] 
于 是 
(Vek 2) = OV YL), 
(Vay -= VY, Z) = 0, 
根据 引 理 6, Vay -- Va¥ = 0, VY = Ve¥ VV X,Y E CTM), RN 
V 一 Y .唯一 性 得 证 ， 
CEEE MACA KOM RIE VY, 


Yat = Div + Bi hs 


其 中 {e} sy RC” 规范 正 交 基 疝 量 场 ， WV x7 se) FRAC * ) 
给 出 , 如 果 {&} 为 男 一 局 部 0™ 规范 正 交 基 向 量 场 ; 则 
DTT ee 


r=] 


= SUV als Xale) >} ale: 
r=] t=] 


J= 


5 (X ala!) V xY pe): 


ai=} i=l 


l 


` Gt M xY yO, Pe 


jal 


一 SI var sere; 
{HAE AK Ca & ) Sp RB OC BURG EZAR Ee VF 丧 
实 定 义 了 一 个 整体 C™ 切 向 量 场 . OZ ERE Mti x) 作 简 
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Sais So] VR ERR SP. 此 外 ,由 
2 TY — VX — [X,Y], Z) 
= {X(¥,2) 十 F(Z, X) 一 2¢X,Y> — (YLA, ZD — X, [Y.Z] 
— (ZEY, XD} 一 (¥CN,Z> + AZ, Y) — ZY, X) — (X, [Yz] 
— YX.2] — (Z LX, YD} — XL [X,Y]; Z) = 0 
和 引 理 8 推出 
T(X,Y) = YY — VrX —(X.¥Y] =6, 
RE Y 满足 (4). 此 外 
2¢VaX,¥) + 26Va¥.X> 
= {ZX F) + X(¥,Z) — YP KY — (X, [Z FD 
— (2,[X,¥ ]) — (¥,0X,2]9) + {ZF, Xý) + YX, Z) 
-一 XG) — (¥,[Z,X} — (ZY, Xo (X,[¥.2]>} 
= 27(X,Y), 
BD ZCX, Y) = (VX, Y) + (X, VY) 这 就 证 明了 V 满足 (5)， 
证 明 2 坐标 观点 ) 


设 {z) 和 他) 为 E MBER 0, = (Z.2>, Sag 


j= 


下 
F] 


=, 
- a 2 “a og Sam a 
w= (gpap= (Dy stan Dy aga? 
4 Nay dy * Lt By z 之 ae 
S) 2 
一 Z on 
dy ay” , 
= 了 1 = oy Fy 3 
Dj a0" = 8 g = a Ai apf? 
3 一 1 上 3 一 二 
3 二 a a i=, @ 
Vi -一 一 Pes Viana i=; 
> ar 2, 了 h" oy! ay? L :oy 
《唯一 性 ) 


22 


一 本 (一 DO rh + Doe) 
y= i=] t=] 
+ Ts 十 2 at) 
+ > or Saul’ 十 Saal) 


XPERT OF; ;从 而 Riemann 联络 T 完全 由 o 及 其 偏 导 数 确 定 ， 
即 由 Riemann FE g ME. 
(存在 性 ) EM = fore 4 2 B ay, T 


$b 二 Us Wop 


ap Pea s 且 作 下 面 的 计 


ay" aye jis 
算 ， 
- my at ae? 
Gag 2 aye aye? 
Be S Z ae! ae! Ay 
ap Oe, aah yh 
tf Fr ae! at Fx? 
+ 之 ( rar chy’ oye aye 十 3 aya | + 
同 理 ， 
EA Hos ae ae! a dju 
YO W i E ay? ak? 
“1 { Pr ae’ a fr 
十 A Oy ay” Ay" 5 十 ay ay) ’ 
Ba Bet Ar! Be Hy 
Hye Li Oy? ay? aw 
= ar ar ae Fy 
十 2 Dy dy? aye + Oy? aa] ' 
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产 , 一 ae 十 EA _ Hop 


ayy oy 
LS MO a, Yt ae Ae Ay. dw sy 
ba fekel ei iS] da de" ay" H" ay? ke chr! ri 
l oy" ke ar! 了 et gr 
=. > z, Xy "> 73,4 2 + Spt pte 
nitha 1 PE EF dy oy y C Ga chi 
| WW | Mu Wa 
= — -一 一 oH ga 7 十 一 一 
2, 和 | i P ay" chy ch? E 
w Fr y 
T » a ar’ ay! saya i 
az 本 + 时 一 | 
Ll K E W guu a u _ By 
7 T ou ap Wr art ‘ cht" et 2e 


ay Fei, 
+ 5S2 Ti ayi Gr 


tafka l 
Ta cht a cay? “Fx? By’ 
一 if r 十 pE 一 | 
Pe ee a 
Sout + Dor 
— OF si at Hf ey 
一 5S Se + oe — 35? 


GA Nat CY ki 
+ $ Des ee 十 As — Z) 


h 
‘ Hon — we LD eM 1 We es 
Seg a me ty Get e Be 
_ 1 HM i CH sn we H a — Aai 
一 本 (了 各 十 这 一 去) 十 5 + mm? 
= Hu 
on 


于 是 ,由 rS PAE HI RERE EE Riemann 联络 的 五 个 条 件 . 
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证 明 SCR ARS BAAR) 参阅 1.7 定理 5. 

注 1 Vase VS PH T KARARAN V iT 
ic} BREE y 是 否 是 一 个 Riemann FF tpj Levi-Civita IK 
络 ). 而 o Hia 的 表达 式 ; 


g 5 
r= sere +H 


Be 
WISS F Christofell (1869 Æ), 所 以 Levi-Civita 联络 的 re BOW 
Christofell 记号 . 

注 2 对 称 联 络 不 一 定 足 Riemann 联络 . 例如 ,如 果 VOW 
(CM,g) 上 的 Riemann RRS, WW T = 0. S 7 HV te Rb Are 
hay "2 Bp Rt PRED GE m R PLS Sy. CAO V AVAX, 


F) = FLCCX,Y) — COX) ] = 0 和 UTC, = TOX,Y) 4 2ACX, 


yo =—=04+0=0. 


. His 
er 


1.4 Riemann & # # Ricci 曲率 、 
数量 曲率 和 常 截 曲率 流 形 


微分 几何 主要 研究 流 形 的 弯曲 程度 , 即 各 种 各 样 的 曲率 . 这 一 
节 着 重 介 绍 Riemann WHF. Ricci 曲率 和 数量 曲率 ,同时 给 出 常 
曲率 空间 的 判定 准则 和 描述 种 种 常 截 昌 率 空间 的 上 典型 例子 . 

SEE Bianchi 第 1 和 第 2 恒等式 ， 

定理 1 设 V Am HEC TRIG LB REA. XYZ WwW E 
cf 条) , Ml 

C1) (Bianchi 第 | 恒等式 ) 

{ROX OZ) = S(CV TI .Z)} + SITCTCX,Y).2)}, 
Hr GIRCX.Y).2} = R(X, OZ + RO, OX + RZ., XOY RGB 
ER AN s 

(2) (Bianchi 第 2 恒等式 ) 
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S {VRX YT HY 二 + S&S CRCTCOX,Y) ZW} = Ù. 
AFE oor ee 


特别 地 WRT = OM 
(>) & (ROX,Y)Z} = 0; 
Ae 
(2') SCV BCX WY) = 0. 
证 明 GO 由 Jacobi tia SY] = 0 
TTA; P) 2) = TOV c¥ 2) — TOV XA) — T([X,¥ },%) 
= TOV Y, + TZ, V eX) — TX., Y]: 2, 
CVaF (XP) = ViuCPCX.Y)) — TÈ VX, Y) — TUX VY), 
得 到 
S(TCTCX,Y) A}=— S((VLPCX.Y)} 
+ S(VeTCX,¥) — TCLX.YI,Z))} 
从 而 有 
GI{RCX.Y)Z) = G{RCX,X)Z} +0 
= GEV Vr — Ve VZ — VuZ) + S(LLX.Y],2)} 
= ©(V.TCX,Y)) — T(LX,Y],2)} 
= SCV PIX} + SITY, Y),2Z)} 
= (CVT) (¥,2)) + S{TCTCX,Y).Z)}. 
(2) 显然 
(VER CXF W= VeCRCX,YW) 一 R(X, Y) VW 
— R{ VX, YW — R(X, VW, 
SS {ROTCX,Y) ,2)W) 


= © {RCVxY PW + RG, Vy XW — ROLX,Y],Z)W) 
= © {R(V:X, OW + RX, VYW — © {R(X Y]. ZW} 
一 一 © (VzB) (X,Y, W) + © VBCX, FT)W) 


— R(X, Y) VW — R(LX,Y],2)}, 


因此 
SLOVO WY} + SS (R(X, Y), AW) 
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S (VRX OW) 一 ROX VW — R X,Y]. 2DW} 


X, r, 


S {Wav xy => VawrV x — Ws YW card — MaW YNE 


X,Y, 

+ VrVaVe 十 Vox] Vz —_ Vox] We 

十 M sW card + Vox rie } 

S {LVL Vx Vr lw} + V e ran 


= ĝÎĝ+90=Û, 
1 WME XYZ AS. T = o MEX, Y] = 0， 
[了 ,2] = 0, [Z,X] = 0M 
Va¥ = Vers 
ROX, FY) = VrVr — VrV as 
ENE s CLOR C2") a HE BA Be fo T. 
Bianchi 恒等式 的 坐标 形式 为 : 
定理 1 (1) (Bianchi 第 ] 恒等式 ) 
Bu + Rig 十 Ris 


= (Tha + Tha + Pad + >) PRPs + TET, + TTia); 
a=] 
(2) (Bianchi 第 2 恒等式 ) 
Pha + Bhs 十 Ra + >) Pari TER 十 THRE) = 0. 


特别 地 ,如 果 了 二 0 , 则 
C1) Rha + Rio t Ri = 0; 
(2) Rias H Ring Bes = O. 
证 明 1 CD 设 (X3 为 局 部 C™ Æp ay Re ELC 
到 
5 (Riu Ri + RX = Sl S) Rip X:) 


== SIRA pA OX, } 
= SCV rT) Xa XD} STIL, XD X) 


oF 


= S(T Xs + SLPS TK Xe 
a= | 


i. 1 


= SENT X} — SON TAS TY) 


=I = 
Ss) (Thay 十 Tha = Thad X 
= 
+ 5 { SIMT, 十 TiTa + PLP UX 
mi 
Ru 十 Riy + Bie 
= (Tin + Tiha Tra) + 5 (FAT + TET + TET). 
wal 
《2) 根据 定理 1(2) 得 
> ORB + Bs + Ri) + 3 [OTHRS, + THR, + TER) IX 
i= oa 
= SCV RX a Xi XD) + SLR, XD XOX} 
= 0, 
Rise H Rins + Riya + 5 (Ti Ria w Teh, + Thha) = 0. 


= | 


证 明 2 C) Mi. 2 SRE C1) oR (为 坐标 基 回 量 场 ， 


WML X; X] = 0 ,er = 0, T = 一 Tio Th = im, — iY; a 
SUPA = N Dau + OSE es 
n=] a= aol 
OT. XO u E ， = 
‘ist ra + `y TT ~ Y PATa 一 2 TST pe 
a d a= i a= 


于 是 


Phat Tiya + Tia) + SPAT 十 TPL + TTia) 


1 一 1 


= B an + DOTAT) 


abeg 


> 


u=] 


D8 


(2 T' 
= 一 一 二 十 > ns) 


S Cy 


aR, AL - i 
= ői 一 了 5r Ci 一 Be 


Eels) de 
— Iin — 可 F i pwu yt iu 
= © (Fy) 


(2) BF Th — Pa it h 
> TR = > PPh + > Fe Riu- 


此 外 ,还 有 
2k - 
Ray 2 十 ye Sed ti a SO Ral 
a=] 
VR VET 
acd 出 一 上 
于 是 
ijt; Tat 
S iiu Dras 
oe Sen- Sen Sen 
debe! az rr EÈ oa njet i 一 la 


OB DR +t DD TOR) 
u=1 asal “=l 


aR = 
Eri aTh 一 D Ridh) 


ao 


= 0 
(最 后 一 个 等 式 请 读者 自 证 ). 
注 2 从 证 明 2 和 得 到 定理 1' ,然后 由 定理 1 证 明定 理 1, 这 
就 给 出 了 定理 1 的 第 2 个 证 法 ， 
在 1.7 中 ,我 们 将 用 微分 形式 来 表达 Bianchi 第 1 和 第 2 te 
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等 式 . 

EM 1 i V Am HEC Riemann MLE (Mog) = M, GDE 
的 Riemann 联络 , 则 称 了 于 ER, O 型 0” IKE KCM x 
Ch! (TM) x CCTM) x COCTM) — Cv CMR), 

K CX s Kos Xr AO = CX RCK XQ) Xe) = (ROX, XX. Xi) 

为 Riemann-Christofel 曲率 张 量 . 

定理 2 te (Mog) = (M, A m BE C™ Riemann ite. Xi, 
Xo,X3,X,€ CCTM) ; 则 有 

D © (KCK, Xo, Xas XD} = KX Xa Kas XD + KCK, 


2,4,4 
Xas Aas Xo) 十 KLX is Xar Ars Aa) = 0 j 
(2) KCA: Nas Xas Xa) = — K XXi Xay Xa) š 
(3) KX, Xs Xa, X4) = K(X Xi, X Xa E 


(4) KOM) Xa Nas XO = K(X; Xs Xn X). 
证 明 <1) © KOG, Xas Xs, Xa} = S XOR, Kad Xe) 
= (Xir S ROXs, Xi) Xa) = X’ 0 =. 
(2) 
KX) Xes X XD + KCX X X X0) 
= Xi ACK KOX + CX ACX, XOX? 
= (X, Vg Va X — Vin, Va X — V ua Xo) 
+ Xa Via Vi — V VA — Va gX) 
= (XIV VN) H A Vx VK 一 《 Va Vix, Xe) 
{Ros Vix V KO — KX V Lx A Xe) — Kas Virpa gh) } 
Xa Xa X Xo 一 XXK X — [XK X KX Xo = O. 
(3) h R(X: XD =— R(X., X) 得 到 . 
‘4) 由 (1)、(2)、(3) 得 到 
O= KON, Xe Mae X) + K(X s Hs, Xir Xz) 
+ K(X, XXa, XD — K (Xa, Xa, Xa X) 
一 K(X, Xi Xn XO — K (Xa, Xi, Xa X 
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一 K Xa, Xir Xis XO 一 K Xi, Xis Xa Xa) — K (Xas Xos Xi X1) 
十 R Xa X X XO + RCX Xe X3 X) + KEX Xa Xi X) 
= ZK (Xis Kas Xa Xa) — 2K (Xs, Ain Xi An 
KX, Kas Xa AO = KX, Xas Xi X) 
EHE? 设 {X) HEIR U oie C= RERA, K ou = 
K(X, X,’ X, XO, M 


(13 K iju = Yi gel; 
3—1] 
(2) K iju = — K jus Kim = — K ija 和 
K si = K mij 7 
Kim 十 K i + K ujk = 0. 
WEA OD Kau = K(X Xp Xn XO = (Xa RCM. XX, 


= (X, SO RX.) = ST guPhe 
s=] s=] 


(2) 分 别 由 定理 2 的 (2),(3}.(4) 和 (1) 得 到 . 
引 理 1 if X.Y € TM, || X A ¥ i)? = X,XXX, Y) - CX, 
F)? 关 OCB XY 线性 无 关 ) ,它们 张 成 2 维 平面 XA 下 . 


Ay 
加 K(X,¥ XY) K(X,Y ,X,Y) 
KOLY) = eX YY) — (X.Y YX AY?’ 
M| ACX,¥) = KX + bY ,oX + d¥) ad — be OCB K SHER X A 
Y 的 基 的 选取 无 关 ). 


证 明 oX + bY P cX 十 dy 张 成 的 平行 四 边 形 面积 平方 


为 
(aX bak 二 ?Yio 二 dc 二 dT 一 aX + bY, cX + dY) 


2 


(CX, XY‘, Y) — (X,Y). 


而 由 引 理 2 得 到 
K(aX+ bY ,cX + d¥ aX + bY ,cX + dY) 
= (aX + bY, RCAX + BY ,eX + d¥) (eX + d¥)) 
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= (aX -+ bY, Cad — be) ROX, Y) CeX + dY)? 


b 
r (aX + bY ROX.) (cx -+ dP) 
c 


5 
F laci X ,ACX,V IX) + adi X RCX, OY? 


+ BC 人 ROX YOX + bY RCX, YOY ??} 


b 2 
1 (X, ACX,¥OY> 


? 


ALX, X,Y), 


因此 
KlaX-+ hY, eX + d¥) 
K(aX + b¥ cK + d¥ aX + b¥ eX + dY) 


a |? i 
K(X,Y, X, Yà 
e d 


= K( X,Y). 


a b|? 
| CCX, KE, a CXF RE) 
ec d 


SE M2 XY € T,M,(X, XF, Y) — (X,Y) 40 RR 
KOX,Y,X,F) 
(X XXY, Y} — (X,Y Y 
为 由 向 量 下 ,了 张 成 的 2 AEE X A Y 89 Riemann) KAE, 记 作 
RX A Y) = KCX,Y). CARITA pE 好 ,而 县 也 依赖 于 平 
m xX A Y (A S5R AAA X A Y 的 基 的 选取 元 关 . 
StS HE (Riemann ARRS A POR X AY RK EA 
常数 ) 有 以 下 儿 个 等 价 条 件 
定理 3 i Mp) = (M, 为 m 维 C0™ Riemann 流 形 , 则 
(1) (Mog) = (M, RAH Riemann RAS c 
S (DK =cK,, 其 中 
K CX Ar, Xa AO = EX Aa) Ar, Xa? — (Xo, X90 ONY, Xp? 
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K(X, Y) = 


(EIR A 满足 定理 2 PRY KR PREP 
(3) ROX, Ned Ky = c,d Xs, Kod X, = EXas Ai Nete 


Y AXo E OTIN 
S) TE ARE fa") HK 关于 | 于 | 的 分 三 有 


Kins: = eC gags, — Hirth) 
证 明 (D=) 由 
K (Xis Xas Xis, Xo Xa 


RCX A Xo = -ooer 
Ki A Xa) CRIs XO (Xo. Xp — OX), Xe)? 


EX XD (Xe, 一 《天 0) 得 到 
KX, Xos X XD = eK (X).X2yX 1X). 
因为 和 Ki APEE ESE 2 h py 1AE PA ER X, Xd Xa, 
Xa) — (X p Xo" = 0 时 (其 X = AX BR X = AX) 也 成 立 . 
WEBS K = eK i S = K —cK,. Mat Y X, X E COTM), 
SXi Xa Xo D 一 人 于 是 对 站 XXa X, E CT ,有 
0= SCX,,X. + Xy.X.,X_ + My) 
= S {Xis An A KO + SCX, Xas A Xa) 
= 2S Xis Xas Kl, Xa) 
即 SCX, XX XO = 中). 进一步 ,对 入 Xis Xe, X Xa € CCTM), 
有 


= e 


O= SCX, 十 Xs, XA + Xs, Xi) 
= {Xis Ar As An + SCX, X25 XX) 
= R(X Xa, Xa, XD — SCX, XX, X), 
于 是 SXi, Xo X XO = SXi, Xa Xos X). 用 X, X X FRB X, 
X, X 得 


SCX, s Xas Xa, X) = SCX, Ks, Xas Xe), 

由 些 丸 可 推出 ,对 XiXe XX E CCTM) ,有 

35C Xis Xa Xa XD 

= (Xis Xos Kgs XO 十 SOX Xs, Xas XD + SCX Xa Ks, Xa) = 0, 
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Al SCX, Xas Xa, XO = 0,4 — eh, = 0,K = ck). 
(2) 二 (3) 因为 
(Mg, ROK, AD Xa = KCK, Xa, Xis Xe} 
= eK, (Xj, Kes Xi Xo) 
= 61 Xis Xi} 4 Xas Xo? — CXas Xi) Xas Xa) } 
= (Xy,e{ Xas XO Xi — (As XON), 
WCE 1.3 gl 6 CHEE Xs 是 任 取 的 ) 
ROX) s X2) Xa = c{ {Xss X) Xi — (Kas Xit Xa). 
(3901) 
KOCX,Y,X,¥) 
CX AYY — (XP)? 


加 CX R(X, YF) 
— €X,X¢¥.¥) — (X, YY 


eLA, FFX — FDF)? 


《其 其 《了 — (XYY 

(Dedd) 是 十 分 明显 的 . 

更 一 般 地 ,我 们 有 

定理 ACF. Schur) if (M49) = (M, 60 为 连通 的 Riemann 
流 形 , V Riemann 联络 , dimM = m > 3， 如 果 切 空间 中 平面 X 
A 了 在 FE MM 的 截 上 曲率 仪 依赖 于 点 7 而 与 X AY 选取 元 关 , 妈 BCX 
A P) = ce MM, 为 常 瞧 曲率 的 流 形 . 

证 明 1 i KW A,X UY) = (WROXYTYZ), KW 2, X,Y) 
= (W, XXXZZ, Y} — (Z, X)W, Y), W, Z, X,Y E COCTM) ,类 和 似 定理 
3 的 证 明 , 有 


ROX A Y= 


K(W,Z, X,Y) = cin RW ,ZS, X,Y), 
因此 
ACWW, ZXY) OW, VLR, YOZ) 
= (VW, RCX, YZ) + (W, VRX, FID) 
= Fel WRX YOZ = VeK OW ZX.) = YaleK (W, Z, X,Y} 
= Vref (W, XZY) — (Z2, X) MY) 
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= (We) (W,(Z,¥)X — (Z, XY) 

+ eK VW XY) + KW, Vet, X.Y) 

+ KW, Z, VeX, Y) + KIW, Z, X, VoY)} 
= We (W,CZ,YOX — (2, XY) ROVeW 2, X,Y) 

+ (W,RCX, Y) VZ + RCV eX, YZ + RXV YZ), 
(W,VeROX YOZ — RCX, Y) VZ — ROV XYZ — RCX, VLY)Z?) 
= CW, (We) (CZ TNX — (Z,X)¥)). 
根据 1. 3 引 理 6 得 

VeR(X,Y)Z— R(X, Y) Vie — RCV eX YZ — R(X, Vid ZS 

= (UL YX — (2, OF), 
理由 Bianchi 第 2 恒等式 推出 
Ce) CZ,Y)X— (2, X)¥) + (XOU, UY 一 《号 也 >) 
+ (Fe) (KZ, XW — (ZU XY 
= Ő Ue {(Z,Y)X — (Z,X)¥} 


= © (VR AYE — ROLY) V.Z 


— ACVrX, YZ — R(X, VY)Z} 
= © {(VR)(X,Y)Z} = 0. 

设 X 了 .2 是 彼此 正 变 的 线性 无 关 的 C” iE OX EO 
dimM@=me3),.Bv=2, |Z| = i MXF — (Yox = 0, M 
而 Xe = 0,¥e = 0. 

Xt HF ET BBA br (r), FE A eR SR PR Co HG IE 
{Xi}, ll Ac = 0. 于 是 


xe = = (Yax = Pac = 0, E=], pm. 


根据 数学 分 析 的 知识 l,e 是 局 部 常 值 函 数 ， 再 由 并 连 通知 为 常 值 
PRA BE CM g) RA WEHE. 
证 明 2 由 定理 3 HERA ERRER {zi} 中， 
Kun = CC grga — Guli) » 
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Hoh co Oy M EKI C™ BRR SET A, 
Ria = eliga ~ dig). 
根据 下 面前 Ricci a|, Gig 0 All ae = O ,这 蔓 洱 者 


de 
Ret = Fh Sign =u Bayu. 


从 定理 1 中 的 Bianchi 第 2 恒等式 ,我 们 有 
j= Rh + Besa + Rhee, 


2 de ac 
n Ekiga = diga) + ZE Ciga — dig) + SS Cog — dga) » 
fo h = k FPR k RA 


“de ， xe, ae 
= 2, Lap Sg — Big, ;) + aa Aig — Sau) 十 ap gu 一 digu) | 


dec ac Je At ac 
= gp T Mb) E ggh T Gye TM Gage ge 
dc Adc 
= (m — 2) G agi 3 if) 


AA dimM = m > 3.4 


所 以 


选择 一 j 尖 上 就 得 35 一 0,Y /一 1,…, 芭 ,这 意味 着 c 是 局 部 常 值 
pa. 由 于 WY 连通 , 故 “ 在 DR) 是 常 截 曲 率 
的 流 形 . 

证 明 3 (应 用 活动 标 法 ) 参 阅 1.7 定理 7. 

引 理 2(Ricci) (M.g) HE m SEC” Riemann LE. g, 为 了 关于 
局 部 坐标 条 {zxz') 的 分 量 , (的 ) 为 49 PEE RE. WU gu A g” FE 
导数 Y MFA S, EI 

fr = D, ga = 0. 
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证 明 tH Riemann 联络 条 件 (5)， 


p= (TV 20) = (V29) Goss) 
a 
Vz a IGG 5p) — gV a app (52 — WV CEE 
V 2, (d2") (Vax) 
= Vað ~ aor a 一 一 fr 
了 a WE kes 
YV .2 (de) 一 一 > Fide", 


得 到 


fia 


(TDi = (V0) AE 


2 


a 
V adde ,0)) — HV a (de), 2) — sar. Y a 2 
ir ay 
Vad — 6C— SO ide’ 二 ) — df€dr' Sr 2) 
zi - * hi 4 ford ki ay 
O+ >) rer— Se 
v=1 per] 
hy. — Fe = 0. 
Ü = ha = Or 
JJ 一 | 


一 > Ca) athe 十 Dg Cg 
=i j=] 
== y Ca) agri» 
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g” a= > Cg!) dk = > (9) gag 
r= 1 


一 Sog" = 0. 
下 面 给 出 几 个 典型 的 常 Riemann 截 曲率 的 例子 . 
为 Euclid 空间 Re 上 的 通常 的 整体 坐标 条 ,9 = 


例 1 设 {r} 
{,> RR" anal c= Riemann 度量 , Ril 
fa 一 E. =) = 
(X,Y) = a 2, S v2 = Sier 
i ot" Dr Zoi a Go 


则 由 公式 r = ree + >” 一 Za) = 0 得 到 


特别 当 y eo HAR X = y y 时 ， 
Sa 3 “it 
VY = DY) a5 = ir 


如 果 ?为 坐标 曲线 盖 , 则 有 


Ţ 了 
TY = 2 > = 2,8) I 
5 diCy(t)) 9 


Val Shae 
显然 ,向 量 的 平移 方程 为 
Wg, ja lpm 
Ya) = > H AERO = lose ym). 
而 测 地 线 方程 为 。 
= =0, v= at + bpa MP HBR, j= lym. 
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即 测 地 线 为 R” 中 的 直线 . 
Wb, of = drs = Si ot = On Te = 1h — Ty = 0 


a a a 


= Vav 2. 
a Soa a! ax an 9 
或 从 Ria = = Sat — rar) + Jr or ™ lt 得 到 Rij = — 0 * 从 
?一 上 
而 
R(X, D2 Re Z) 
_ ad 9 a 
E ipint — 一 
EON, Xr Azs A D= — Xu R(Xa, Xa) Ag? = — (Xi 0) = a 
K(X,Y, X,Y} — 4 


REX A Y) = Ty — (X, Yy 
由 于 R", ,>) 的 Riemann 截 曲率 恒 为 0, 故 称 它 为 平 组 空间 . 


例 2 EM = fa = Csr ste) E R| D< 4) p< 
i=l 7 


0 为 常数 . 这 里 {zx.} 为 R* 的 通常 坐标 . EM EE Riemann EH g 
二 《<,》 为 


a 1 
ma A 


au 


一 Sn ce, 4, _ 
A= Ut G Lim i+ 4 oO 0 
ry KA OT 
XY) = a Dia ag, 24” 3p, 
办 1 1 m 
= ev -0 = Bla 
jol 1 


称 CM, g) = (M, 6,9) AW gh SR Poincare 空间 . 它 县 有 仙 常 
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7 如果 is jek AAAI, 


45 9 G55 in 9 gu\ 


Riemann RER. 下 面 将 证 明之 . 
1 p nese 
.= . a — = 1 mm 
FH gy = ads Hg? = A Oe j 
则 
ae 十 2 gn A yj 1 
— kr 2 — a 
Ms zm Sa, 十 Fr, a r, 2 ( ax, 
= 10 + 0) = 
oR ii AAE M 
Og 1 Pga og 
1. — -一 Jat — 
n= r} pp (Gn + on a) 
= 4 Pgs, 2gs oh 
加 LAET + a2; Fz; 
1 
1 > i c 
= — 2 = = Ae a -3 r 
5 LATO") Ju, z4 2A qo 
二 
TO OBA’ 
] = ir rt crs WF ss 
7 in pet dr OO Hh 
ri zou! a rr 
Ns Be Mi 
= 37 ) 
1 
_ 1 P, cr, 
2 ar; 2A 
s EA pgri | Ogn gu 
f= 2a EE tpr a dy 
— l gega F ga 9 Gi 
~ g9 (Fx, Ty. Fr 
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7 ly da) ex, 
于 是 
网 am, any; 
R= D TP = BD) + 52 — 


— CSO PP.) 十 FP + PG; 


于洋 上 ,二 


、 an, aI} 
一 了 5 一 六 十 H : 


ox; Ox; 
OO NV ets, CTs a Chie Ohi _ OR, Ok; 
一 之 24( 24? 2AT 347 + O A O 24) 
Ch y S 
一 【 Fy ¢ yy o (— cay eh GA) i‘ 2A? 
2A 2A 2A’ BA ag, ag, 
= cx? c o'r? c ery 
4 44 T Ga T Ga? t GAT Ga? 
oe m etg? 
A a AA 
= 7-BA-1l)=5 GED, 
a 
(2 p22) 2) 
BC A -9 3) 一 d 2, da, daz, aa, 
OX az; o2 Ay, 2 Py Ft 2 ye 
az, dz; dr, ae; Ax,’ OX) 
9 wy, 2 
7 on” 之 Bis Fr) 
”1 1 3 
zæ’ 
| i] 
= AR; + 2 = # ae GÆ j). 


进一步 , 令 8; 二 4 Mese) = {A 9 A-2) = AP = 


6 
dr dz, A’ 


Hite} JG TM AY ARB Co Bb TE Seat a etd. ee Ae © MATE 

2 HEAP TED. (fisS2} 为 ROME Eee WW 4 fk IE 3 ERR UB f = 
Lesi = lym 内 为 (XUYY = SUX, UY ge = i XP ge = 
CXF). ALA. MSRP IE E uam > MW Gae = UTM > 
TM ERRUZ EHARA. 由 此 得 到 租 庶 的 联络 系数 .Rie 
mann 联络 (由 gy 确定 ) 是 一 致 的 , 故 

Rf A o= Aiie A Ue.) = Reile A e) 
=- By AS AA 5 = Re Ge A so) = = 
还 可 利用 公式 直接 进行 计算 , 由 于 


l r 
g = Ble @ da HH A = ] + a Soa, 
r= | r=] 


Di; P a 
fj = 2? r = A’e"," 
我 们 有 
] 可 gr 上 Og, d gij 
= g" E ij 
’ 2 ar gS I; 可 HA a Tr Jr? 
“ 
一 一 54 Outs 十 dest, 一 Bijte). 
a a. 
TARET 
—— e g Ogi 5 + Os jhe - Oy ats 十 C d Ose j + Dyfi 一 Gejt 
2 ar A 2 az A 
—— C Sy + é, yOu — Ds 4 C Arij 十 jth — Bs iss 
2 A 2 A 
他 Cc 
. yi, 7” 
+ y ut; 十 BT ~~ Opts AZ T= y Suc; + Dyt — Onis) Ae 


c , c” 
= “g Suia — EAEN + gpl tt + 让 id —_ Bits Le 


T2 


a 
-> rr 十 Os Ey — EET 
= riga da — Satay) i + ES) + Lisa 一 dar x; 
A? € Hak aby 4 一 r 4 abt k it! i 


+ TO — Outs 2 | a 


S THT — TD 


> 7 SL et 十 Sete — Öyle) Bate + uty 一 burs) 
— Cur, + Oke 一 On Hed Coyle + Oye, 一 bux.) | 


eel... ty 
= ily (ous 一 Og, ) 2; + g 6 Out 一 IDEA 十 


i . = 
十 ds — Gud) 人 >》 好 ’ 
r= 1 


于 是 


a 9 S 
Rus Fy aT yadi + 2 ure — Ti) 


= ae —_ dade) 3 


9 @ d 
gr ax,’ aa,’ ax 


= 5 Jia 
5 一 1 


_ 5 ba C (ðb 一 Oud) 
1 A A 


Ait Kt 


C 
= ga Suða — Bata) 


= cima 一 Gugut 


再 根据 定理 3{4}) 得 到 AA he Riemann RWE c. 
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Ol 3 iM = (x= Gae stat) E RH] Sa =e},o>0,/: 


M — R HOSE. HITE p E M AY Riemann RHA, 不 妨 设 
? 的 第 mr 十 1 个 坐标 大 于 OSPF REA BR ee Sl A (an, 
… stm} ,坐标 射影 on 使 得 

pr’ R" — M — ((0,-.0, —1)}, 


fele— 2H) 
2CM a 2CUm ). 
e+ 2 十 Syet c+ Su 


ig R 的 标准 Riemann 度量 为 3 g Mi M ie Riemann Fg = 
i* gs H 


Cp og = (py D e ICD dr @ dx 


pi'u — r= ( 


m Ied dow, > udu, ded 二 Ca > udu, 
H: i= H; 一 
CB e e ae a) 


“Net Sab CAD oth G+ Dw 


J=l a=! i=l j=l 


de fF Vudu — de Mo Sud 


+ 一 一 二 一 2 一 一 —— 
(e+ Dou? (e+ She)? 
i=l j=l 
4c? 16e? 
=m ~ S J di, @ du; 一 le Suds) @ Dydd 
(e+ Duy? c+ Dap 


j=1 =1 


l 6e? Sag m 
+ SS nn) @ CD) 
Ce + Dpat 7! m 


=l 


v4 


| l be! ¢ S ude) 6) > ae) 


(e + 2H)" T 


== 46 Diu Q du 
(e+ Sja! 


i=l 


c = 
= a Ds OO dex, 
《1 十 二 poe ‘=I 


= 一 


其 中 = pn . 
类 似 例 2 中 直接 计算 的 方法 ,有 
ga = p89? = SOT 和 本 ,与 例 2 形式 相同 ， 


c? 1 
Kiu = gp nva 一 udj) = y agy — gijja). 


因此 ,4 的 Riemann RAREN — 
如 果 选 {z1,… ,zo) 为 p ERB pasta) = a, 


"Tn, JE — at 2 5 J| 


m 57 rdr 
3 


—_ > ， 2 =i 
Zm 1 PC Les da1 一 一 一 
i=] | 


mi] 


(pt) te Tg = (p 1)* o (O) dr dz) 
i=] 
= -一 Sraz) A (— Szaz.) + > dz; 6 dr; 
Tati im | i=l] i=] 


-5 Ei a < ik 
2 + zda Q des + > Fas, Q de, 


TO 


m+i 


因为 一 didn Q de ERY EEZ, MU ')* Pg 也 正定 ， 
H 


(gp = da + PP, 
ue -pT . 1 
HE Inde m Bip Sie Fe Re PP OSS RE, P = htt En). 
设 (ed — 7, + APP , 则 由 
Cf, HAE PO CIs + PRO 
= In + (A+ 1)PTP + APPPPTP 


= In + LAC + PPT) + IPP = Ine 
& ACL + PPT) + 1 = 0 Bf 


1 一 -一 1 -~ LH) Terr 1 
‘1+ PPT z mit g miN 
1 +> > r > 
mab yay i=1 
于 是 


ij i Ify 
g” = w 一 =F), 
¢ 


] a Fi a 7 a ij 
r= 1S "SE 4 a 一 Fij 
T 一 上 


OL, 


Iwo, 4 
> 5 (ðn 
x 249 EP 


6, +5 F) 
a Tx; 
— 77, A + rey Od 
kr OUTS j 0; 52's + ÖT, 
= et EE d p SE) 


十 ap + Ost, 十 Burs, 


空 m 十 1 
(252 十 ÅT; 十 Sati ] 
宁 术 十 1 tnt) 


了 6 


=3,/ 


| 


Tatry (ZAE dz 
= Dor 一 By EER 4 åa, 
C x m+] Tml 


r21] 


= LD aa, — BY C5, 十 32 ) 


tn)! 3 1 1 
x za 
= a Me - = T) Cii +a = =) 
‘m— 1 a | 
= 6, + 4), 
mt | 
a 
Ja ® 
a a Hs Teti 
Ss 十 5] 一 了 (go 十 也 3] 
C Tatil 


Ürt it y + Butt, 十 Oj jT 02 
era L 


| 
ud — Bice, ) 十 


_ Bateti 十 Oped sl 5 十 Öpt ARET AE CEE 5 


erai + ers, eria] 
l Öit + Åt — Srat, — Sirs 
T Oedi 一 örðu) 十 人 taty T nT 
CEm]i iI 
SOUL — TLL 
i= 1 


pEr 


-去 > [nd + F desde 十 2) 


mtl 


= 8b + EDC + BY] 


-mm ? 一 


1 
一 Zz Sj rad (dyu 一 Gaby) 


i=] 


十 Outat; + Gjt 一 Og UL — Oy pS j 
Lin 11 
TE re at pat pal aly 
十 Tes Be ee 
m+] 


TY 


1 
= cal Oita — rs) 


] m " 
+ y ERETT 十 Stir, > | x? -一 Sajid) > a? 一 LEE; | 
"mat 1 


t= ] i=] 


] 1 
= Lor OjTrTs ) 十 y Ehta 一 Opes) CC -一 ey 1) | 
四 十 1 
人 一 Op iT aki 
cti}: 


a 可 


Bin = EE 一 Ja Y + > Fala Life 


erst 


] 
= PEGO 一 $0, ) 十 


如 — 本 TY 
ene. | 


十 


yt Prr; 
E) — Gay + D], 


reed 


l 
= y Ldi Cy + 
Kise SO gio 
一 二 
1 T 
= Gs Ong ~~ duhej) 
y= 


1 
= y gy 一 人 , 


m-t 1 


这 就 证 明了 M = (2 = Crta) E R" Soa =c} 的 Riemann 


截 曲率 为 二 ， 


男 一 证 法 可 参阅 1. 6 Bi] 5. 
例 4 常 负 曲率 的 双 则 空间 的 另 一 例子 , 设 H" = {zx == Ca, 


Zati) E R**)| Xr — ri = ple cL 0) pfn > 0} = fe ERT |e 
i=! 


TR 


Sa? — ©} ， 


:三 1 


= ETELE E 
pl R” yp Hr, 


Cee etn) > (Gigs tus, f Deak — e), 
则 微分 构造 的 基 = (UP. @)) EET — A m HE OH 流 形 
MDE hi > RO 为 包含 映射 = > dz 四 du — aru Q 
denpi 为 2 阶 Cr 对 称 协 变 张 量 场 , 令 y = 1*5. 风 
(P ”9 一 S'an QO dr: 一 danti &) dates 


= Sd — + de; Q dz, — D) Faz, @ az,, 
F +1 Eml 


2 
Em i$] 


由 行列 式 的 性 质 知 
det[ Ale — Cf, — PTP) | = detl (A — Dn + PP] 


mt 

3 3 2 

— aii 十 ti 
ir] 


= A DTA z E 
mit 
一 thei + Sin 
Bp Gy) = In — PP 的 特征 值 为 1 一 一 一 本 za 


因此 (g;} 是 正定 的 ,9 = 7*9 确实 为 H" 的 Riemann 度 景 . 
A (g?) = 1, + APP , Sill 
In= Cy — PTP) Un + APP) 
= Ja + (A — PIP — ACPTP)PTP 
= fa + LACQ — PPT} — 1]P'P, 
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AG] 


Cg? 


y= 
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-一 PPT) — 1 — 0. 


„2 a 
) = (ov — Epp) = (87 — Bry 
g e 


ir Se 4 Mey A 
ee a 


T he 
r=] 
] re Etr, Titr TiTi ) 
Lori- g G iG Hy of bce] 
| S or 一 ae t C5 32's 十 xi Onk, Outs 
> Mejit | itr ATE -一 
a 4 m—l Tm 1 Tm 十 上 
27z , On, 十 Oink AC ee ie 
+ -一 一 一 十 一 一 十 — | 
Eal 还 mm 十 ] Tn 1 
i EEr, Titt or 
>) VC — 
aay i Tmti 
r=1 
向 m 
a 
ke bite > 2 
DT pty A, Lx Pit te r=1 十 T 一 上 
pica oa O — te. — = 
Fari Lint | 的 im—1 Calm — | 
m Tf 
“1 1 <” 
saa 一 — > 28) 1— 7e 
= . =] 
rel A: its ; 7 - 
Tail a+! 
rit jtk 
— EELE 7 一 Oyj) 3 
C Dat 
由 
a a y 
Hu = H zii + `>) Fana” — Tio 
a Tr a T: =] 
1 a TE js a bet iT 
= — CE 十 一 — 644) 
ec da, x4 moa Tr Lea i 


Tek jhe Lift, 
— Gr Cr — buts) 
+ 二 人 DE C Irt O a i 


t T a 
1 > b) E Ee bind.) 


Tmt! +1 
1 

= — Cadi. — ais) 
C 


Oud Ts + Opts 十 Oph, a Sud ty Oy Tek s ~~ Gitt, 
Chas 1 


十 ELE 244) — EFACAR + bk ekg ~~ TIEL N y} 
eris! Cm 1 =l 
TA Tet hs deer, © — = Pastis SY y 2 | 二 Cima 


= o- Ap A FA 
C Emt c te +1 


f=1 

On; (25 — Oh Eady Casi 5 ~ Gitet, 

Te 
ca, =| Ctm+| 


| 
a Ayia — dain) 


é Ebs 一 6 Eite 
+ Ce OU Ce + yea) + - y tate — bits) 
CD 1 
CAE 


| 
= y Inis — Gd ) 


K: ji >} Gist at 
s=1 


Ürt 一 jst BE iyl 


Xa+ 1 


二 一 LS oul — 《人 ~~ Üi + 


aor | 


1 < 一 Tt; er 
= py Di gel — Sys Ox, ~~ aD 十 Bin Oj 一 3 ee 


一 一 一 3 gu — Suge + dug) 


a= l 
— Liana. — gg. 
= r È Figi Guga) 
注 1 应 用 例 1,3,4 的 结果 ,不 难看 出 
R” (c= {Cal yee am!) E R”+! | Vell >)? 


+ sgn er (i ] — 2t! = 0} 


8] 


为 在 Riemann 度量 9 = > de © dr + sgn c+ drt! R der! PHB 
i=! 


BHR < 的 标准 空间 形式 ， 
lS ik M = {a = (titt pn) E R” |z, > 0} 为 上 半空 间 ， 


g= 二 > da 四 drs gy = 一 3 g? = crade > 0. 
em 一 ra 
则 


7 aon 十 FG, Ot 
t _. Ar ( J — J 
By 2 D t Ti d ae, 


1 5 — 2 —_ 2, ign, + 2; ithe 
一 > gogig" ser SA 


cx 


1 . 
= g on 一 ub 一 Orjbind 5 


Ta Ba 
1 - 
一 x [一 Cd ~~ 6;0tm ~~ Gal ym 2 bm + C6, Bsn ~“ Orin == Os im Sim | 
l- l 
= =] — (od — Sei jun) Dim 十 - Cs — SS jn} Oim | ’ 


Si CENA? — Tadh) 
f=! 


1 m 
= Lm 一 和 bm 一 udm) (Subm 一 Suibim 一 Suben) 
x 
C ajian 机 ds — DO jen d Cd ~ attr — Grom ) | 
1 
= aL Cb 一 Su6) H (Sem 一 Saudsm) bea (SiS jn 一 bgm)go]， 


可 


3 im 
Rw 一 Th — 5 Ts + 2 (rt 一 Fore 


1 
= TE CO — Do} 
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A 
= X} ib 06:,54 — Hd) 


= (648, a Og, Oy) 


一 一 OC fabs 一 gega) 
这 就 证 明了 好 的 Riemann ABA — e. 

第 5 章 5.2 征 理 3 指 出 ， 

定理 5 任何 两 个 CY PSH 55.1 eM ae 
的 具有 相 辐 常 Riemann 截 曲 率 的 流 形 (Mog) 和 (好 ,9) 是 彼此 等 
距 的 , 即 存 在 Co MRE ff > M ,使 得 9 = f*9. 

定 汉 3 C| REAGAS] 定义 OHH Riemann 
a SELIG (Mg) 称 为 空间 形式 . 

例 1、 例 3 和 和 例 4 都 是 空间 撒 式 的 典型 例子 . 这 些 例 子 的 单 
连通 性 是 胡 显 的 . 要 证 的 是 完备 性 , 例 ] 的 完备 性 在 数学 分 析 中 时 
已 知道 . 例 3 中 的 m 维 球面 是 紧 致 集 从 而 为 序列 紧 致 集 , 和 由 此 推 
得 它 也 是 完备 的 . 至 于 例 4 的 完备 性 ,是 不 明显 的 ,但 根据 第 5 章 
5. 2 推论 2, 如 果 可 证 明 它 是 CY 齐 性 Riemann 流 形 ,那么 就 立即 
椎 出 它 是 完备 的 (注意 , 例 1、 例 3 也 都 是 C0™ 齐 性 Riemann 流 形 ). 
事实 上 ,Witt 定理 (参阅 LArj,pi21) 指 出 , 设 8 为 线性 空间 F 上 的 
非 退 化 二 次 型 ,5 CF 为 释 性 子 字 间 ,f:U 一 为 线性 映射 ,使 得 
Of) =@@, Y r E UW fa ke) F EM AER. H. 
QFD 一 SET 特别 地 :如果 了 © Fg) = Gy), MY 
存在 线性 同 构 V — F EUG @ ABARAT f(z) = y. 

根据 Witt 定理 ,考虑 C” 作用 在 RT FARRAR 二 次 型 


中 十 上 


Ox) = Diba 和 C™ Riemann FE ¢ = Ma dx, 60 dz; BAE 4 
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线性 等 距 变 换 群 6, 它 限制 妈 Co 流 形 M = {x E ROG) = 


N Br, =c} 上 是 一 个 CC 可 还 Lie BE, ATLA M SE Co STE Riemann 
流 形 . 

如 果 一 个 空间 形式 的 Riemann 截 曲 率 是 正 的 , 催 的 或 零 , 则 
称 它 是 酉 圆 的 , 双 曲 的 或 抛物 的 . 

最 后 ,我 们 来 研究 与 Riemann WEIR k Al Riemann $ HE 
密切 相关 的 Ricci SEH RicC X,Y) 和 数量 曲率 s). 

EMi KM meEC RB. V 为 线性 联络 ,对 ¥ X,Y,Z E 
TM ,由 

Ric,(X,¥) = trace(Z — R(Z,X)Y) 

RE [TP C™ 2 BAEK By PRA Ricci 张 量 场 . 

MR (Msg) = (M,¢(,)) Æ Riemann FUE. fer. ea} 为 TM 
的 规范 正 交 基 , 则 对 YY X,Y ETM, 


Rig (X,Y) = >, Ce,R(e, XIY) 
i=] 


= XOK les Ype X), 
i=] 


mA 
Ric, X,Y) = SIK (eY se x} 
i=] 
= SUK (eis X sey) 一 SS) (ei, R(G.¥)X) 
i=1 i=l 
= Ric, Y, X), 
BP Ric 是 对 称 的 . 


称 s(p) = trace Ric(X.¥) = 2 Ric Ce; »e,) = 之 K (0.58) 50.985) 


= KG, 850) 为 数量 曲率 . 自然 , 它 与 规范 正 交 基 的 选取 无 


关 ， Dy M LAY cr 函数 
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在 局 部 C°° WEHE e) AERE fe) F 
R= Rlese;) = >) len Rlersede,) 


t=] 

= X Kun = Ris 
=i 

Ric = DREQ e, 
jnl 


a= 之 /Riceyey) 一 2 R(= trace CR.;) ) 


一 S Ke 
如 果 选 局 部 坐标 基 向 量 场 (局 部 标 架 场 ) | 35】 , 则 


a 
此 ;一 Riec 2 RIES 


n Rie, — 
a Ce ar ae 


I 
ee 
x 
a 

i) 
| 
by 
os, 
Me: 
aL 
Pla 
a 
g|% 
Ma” 
aes 
JV 


| 
E] M 
al 
= 
jaa 
i 
“w 


Ric= >) Rada’ & az? 


jek 1 
>) Bada? & dr leie.) 
1j i] 

Z a 
= Ryda? Q9 dat : 二 一， : 
= S Rag'ójë 

Jkl] 
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— 5 gt Ru. 


ik= l 


对 于 常 截 曲率 的 0” Riemann 流 形 的 数量 曲率 ,有 
定理 6 i (Mog) = (4.60) HEARS c Hm AEC 
Riemann 流 形 , 则 其 数量 曲率 
s=em(m— 1), 
证 明 设 {el 为 (CM,9) 的 局 部 Co 规范 正 区 基 回 量 场 , 风 
Kiam Celata — bpd)» 
Kin edt, — dat) = el — dud) 


O, i-d, 
ole, a ee, 
ș = K nu — N) Kus 
tf 一 1 atl 


= Se = etme 一 一 mì) = cmon — 1). 


Fi 
类 似 Schur 定理 ,我 们 有 下 面 的 古典 结果 ， 
定理 了 if CM.) Aim Co 3238 Riemann fie. m> 3.90 
Ric = 4g,4 3 M ER OM RA Ml A AR. 
证 明 在 局 部 坐标 系 (r) 中 ,由 Bianchi 第 2 恒等式 可 得 (3| 
理 3) 
Kimia 十 Kima + Kime = OL 
于 是 
Ric, = Ags 
Rica = Aap Aggie = Afis 


Andi = S Pagg” = 5 Reis 
i=l =1 


0 一 > g'g” K iays + Kita yi + Kipar) 


tsjek! = l 
= Sg" Rit 十 >») g Ran + > g” Ria: 
jirt=1 t=] 了 一 1 
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mz an ra 
= > A 一 > hadi 一 > A 
J=] i=] 


所 


= Må a Aye” Age 
= Cm -- DA 
AE, a. = 0, = Loe 之 3 从 而 2 为 常 值 . 
513 © {CV.K)—~U,X,.¥)} 一 及， 即 


XK LE 


S K tran == Rin 十 Kine 十 K siek yt = 0. 


证 明 因为 

CUR OW UX) + KOT DWE) + KOT AY) 
+ KOWE, X,Y} + KOW, E, X, VY) 
a KOWE, X, F)) 
= VW, R(X, POU} 
= (VW, ROX YOU) + (W, CVDO CX TU) 

+ W,RCV aX, YE) + (WRX, VAOU) 

+ OW ROX SYED, 


Í 


所 以 
(VK WU X.Y) = W, (VR CX, OE), 
S CTK OW, UX YD} 
= (W, SCV RYU} 
= (W,0) = 
— ado. 可 可 d d 
A = -一 一 一 二 一 一 一 == r T "e -一 
FSS PATE X = SY = B= FW = WwW = od 


-= ,立即 得 到 
5 fR ia? = Î. 
FA SK EA WERTE. MAS BA RB SR AY a 式 立 即 推出 第 1 式 ， 
EM 5 WE om AEC’ Riemann 流 形 (Mg) 满足 Ric = ag, aH 
常数 , 刚 称 CW g) 为 Einstein 流 形 . 
推论 1 3 维 C™ Einstein EE (Mg) OAR RSH Rie 
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mann 流 形 ， 
证 明 设 # 为 TM 的 任 一 平面 ,ei,ez,es 为 TeM 的 规范 正 交 芋 ， 
使 得 x h ee: RAL BP m = en A ez, W 
Ric{e e) = Ade: A e) + Ale A es); 
Ric lerse) = Rles A e) Rles A e), 
Ric(es,e,) = Res A e) + Res A en). 
因此 
A= alg(er.e:) + glers) — ylesses) | 
= Ricte ,el) + Ricles,e.} — Ricles,e5) 
= 2R(e A eD = 2R), 
R(x) = FAs ADM 9) 为 常 截 曲率 Riemann M. 
推论 2 设 CU,y) 为 3 维 C= Einstein 流 形 , 且 对 任何 单位 向 量 
XETM 有 
O<te<t Ric(X,X) <i 2c 或 2c << Rice(X,X) Ce <i), 
RU Msg) AA EOR HRR Riemann 流 形 ， 
证 明 MEEI 中 的 式 子 ,有 


R(x) = [Rice se.) + Ricerse) 一 Ric(esses) ] 


> Fe e200. 


在 过 去 十 凡 年 中 ,人 们 对 Ricci 曲率 及 数量 曲率 的 理解 有 了 很 
大 的 推进 ,后 面 还 将 会 讨论 有 关 Ricci 曲率 的 一 些 问题 ,但 很 少 提 
及 数量 曲率 ,因此 ,有 必要 列 出 一 些 关 于 数量 曲率 这 个 琐 数 的 论 
[GL], [SY]. 


1.5 Laplace # F A 


AW ERATE C™ 向 量 场 的 散 度 利 Co RSH Laplace 及 其 有 
FAY FEI. 
a8 


定义 1 TV 为 m 维 实 向 量 空 间 , Sy AV EÉ O.) 型 张 基 
Mak. 对» E Ve COV , 称 
i OV 0 1F, 
vs = OP dy D1 
为 由 +» 确定 的 内 导数 . Re ERV =R, MEX 
i0 = 0. 
引 理 1 O) oa. EV, ER, 8, CRY pi 
LLG + 9) = 0 + tt, (AQ) = Ae, 
i we, = te, + h siw = Atay 
(2) PvE V,@CATV* TEA WM te CAT YS ty 
CATT" , H 
wl Ag) = GA) A gt (— 16 A Gay; 
(3) HveVveecatr* lj a=. 
证 明 (1) oe AEIR. 
(2) W BU Ke PTE A 1.6 RA MIRTE, ee EAT V ,i 
CATTV*. Xt r YA HA E 
GAD = 6) A nH E 1ye A G). 
事实 上 , 当 ” 一 0 时 , 令 9 王 入, 则 
BLA A p = iin = Chadd An + (— 139A A Cha). 
假设 公式 对 7? 一 1 成 立 , 则 公式 对 7 也 成 立 , 由 于 i 的 线性 性 ,只 须 
对 站 2 EAIF 加 以 证 明 ， 
A AG) ANSA A e ABD AW AY) 
= Blh Av AB-D ABAR 
HES DTI A e AG DAL A Dp 
= [60 Avr AB-D AD 
十 【一 1 IO Awe AA) ALOJA 
+ (— IYO A A GDA ty 
= 214 Ase AOD A at Ya Aw Aa A om 
(3) eH PRE 
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PACo erty Oo LCE pgg 2 
= FCP g ttt a = À 
ig MA om 4EC* AEX E CTM), 会 
ix, CMC TM) — COI" TM), 
G — itt, 


di pe M, 


如 果 8 E CHA T M), Xt, Xea 人 CATM), 由 8 的 反 称 性 和 和 
1. 1 EDAH 
d(C Ks Xa) CX, Ki X1) E CP CMR) 

RIPE H i0 E CPC AS TM). WR e © OP CATT M) = CM, 
R) Mi = 0. 

引 理 2 (1) {8 Xi, Xo X € CTM), E C° (M,R), 0, E 
Co TM) aE 

tyC + Op = idh A ihs tx Cf@) = fixé, 
ix pa, = tx, His te = fix; 

(2) xX € CTM), 0 E CLA TIM) E CCA T M), 

Wi. E CILAT TM) ixn E CATI T*M) ,EH 
KE A m = GD A gt (— yo A Cin); 

(3) IR XE CTM), a E CCA T M) I Be = 0. 

证 明 由 引 理 1 推出 ， 

EM 2 i M Am AEC" 流 形 ,X E CTM). S 

Ly, CORO TM) > CoC TM), 
A -w Fé, 

满足 

(>》 Faf = Xf, fE CYM, R) = Ccr°(@""TM): 

(2) LY = [X.¥J, Y E OTM) = CCO TM) ; 

C3) CECY = XAY — AU X,Y D = X8 一 有 FF)， 

OE CCT M) = C7 TMY, Y E CTM; 
g0 


(4) 
CLO) CW yet Pia + 1, 
= LGC eee We Fate FD 


一 > AC, W. a Bal Weep We Fete PD 
acl 


— Pe zeae W, Fj rY,- EER oF payee Fe) = 
4 


dE COs TM) W, E COTA MY, © CPCM). 

我 们 称 Pb 为 9 关于 工 的 Lie BM. HL. Hu X AY Lie & 
数 . 

引 理 3 (yy Iaf © OOM,R) = COCO TM) iY €E 
CCTM) = CP (SQ OTM) LE CeCe TM), HB FEC (CN,R)， 
X,Y € CCTM), € CoC TY), 

(2) bx: C™CAST*M) o= CLA TM) | 

(BD) Ex€O + 9) — Lð + Lindan © COUR TM) 

CO bx OP = (LD Ry +R (Leg) 0 E CORY TM), 


REC OTM) ( 导 性 ); 
(5) dala A D — xao A Be A Lipia C (A TM), 


p = Crd A’ T M), 
(6) Lyo Cl — Oo hy. 
证 明 (1) 一 (5) 类 似 于 1.2 引 理 2 的 证 明 . Wie C6). LT 


a & k 村- 
取 = je = dř. 于 是 


a wl a 
€ Lada) Cn) = Xde 《3 -一 di Lx 3? 
_ Ll) . a 3 
= xi 一 da([ Dj a teen, 
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Lxdr' = A ay! 
a 9 0, _ =< 
XE Lx oa = [2 aa 一 ; > oe Fa 


acy, » *** Fii 1 Ldr, Wi, ..r "i pe +F] ad Y 


-52 ROW W sdr Witt, W,—ı» 


i=l 


q 


了 


a 
aw, em Fi: dt, W, aa F1 Fj; Fj Lx 


art 
— -53 AEW p Wi pdr, W, PETE elt 
了 Y,a), 
SALIW, W, s Ladt, Wist, Wris 
2 
Paen Yoa PY) 
十 OCW), ra Wy de® Wie Wrin 


可 r 了 
了 g ot Ysa) | 


= 0, 
再 类 似 于 1.2 引 理 2(6) 得 到 L e Ch — Co Ly 


` d, , 
注 1 由 [GHL |,p37， Lið = q” 8) ot 有 


‘92 


F; 


a 
Hegon Ye- 1) 


ye 


eee 


- d . d ， 
a tH — * r = -一 一 ne 一 一 C" 2 i, A, 
Lx Of dt Cp CA) i= Cray Cpto) t= , x 


定理 1 if MA mi c EX E CCTM) , 则 
Ly =de iskt ied, 
即 对 任意 ww E COCATT*M) ,有 
Lyo = ae iy + ax ° dda. 
证 明 me fE M,R) = CTO TM) , 则 
(de ix + ix ° f = dxf) + udp 
= 0+ df(X) = Xf = Lf, 
Ly = d è igt ixe d. 
WMR o E CCA TM), M 
Cis > do) CXy ye XO = ix(d@) CX, t, Xe) 
= dol X, Xi, Xa) 
{X Ceo CX yet a Aat) 


z | A A 
+ SiGe Pte ac LX, X] X, Xisto Xj ys Xs) } 
gel 


ž A 
+D DXO, Xis Kise X) 


+ E DHX XG], X, Xo ks Kye Xs) 
wo} 

= {hyo — de ix) CMs Xe), 

ix od = Ly —d ix, 

Ly = ix ed +d ig. 

EM 3 HM AmHC AMIE. M Ag ab abst 0 By m 
Br Cr 微分 形式 人 由 1. 3 定理 3, 这 样 的 只 总 存在 ), 它 也 称 为 好 的 体 
Roce At X E CCM) , 令 

hA = (div X)2, 
其 中 divX E CM, R) 称 为 0” DBR X KF ABT 2 HR 
度 . Fp SH. oR o = dV AER M HI Riemann 度量 yg 确定 的 体积 元 
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BBC A Ae Cece ie.) = LAO R S AE =e! Ace Ae 
为 ME BARD ABAE 0 A m BP CO faa teh) 为 (MN,9) 上 的 局 
BG Bot JF 2é Ae fo] Sa SH Cee} BY TRE) WR div X Ay C™ Un] Rely X 
关于 Riemann BEAL g AY RL. 

定理 2(Green) i M A mi C ERE. ON M EPER 
TR COM HIR RAO T J MAJ m — 1H C ER PAE 
T ZX AM ER C Um. 则 


f avx » i =Í I” (4,2), 
l W: 
Hep rM Auai. R suppX = (p © MIX, AO BR, 
TER M BRA = Ma = ZH) ,有 | sivx e=, 
证 明 由 Stokes 定 星 和 de = 0, fy 


f divx . g= | ze=| cd e ix + ty e DR 
È t t 


=|s o ix’ o=] 7* (2). 
È J. 


于 是 
| aiv Xe Q= ime GQ). 
注 2 wR suppX KKM X ARK 1 SHH pe 利用 Le = 


和 | p ras | 2,8 
{=o M M 


-i f aro] of 4 19>) 
0 Edo 2)| =| ao £2) o 


=r -| F£ =- Í div X . Ed. 
H M 


d . d 
* — 1 
di Cp So) | = di Cy, £2) 


| div X +0 = Ü. 
af 


EMA iF (Mg) = (M,6,)) Aim SEC” Riemann WE, fE 
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CCM .R) ,通过 
(gradf,d> = Yf, YF EOC"(TH) 


在 MM 上 定义 了 一 个 你 为 1 的 梯度 场 的 C~ 向 量 场 gradf. 容易 看 出 ， 
在 局 部 坐标 系 {x ee 


a A d 
Sen = Swe D = career dy = A, 
w 一 Satoh = Satan ge Se ze 


t=] 了 一] 


Brady = 一 > >， r3 a Z, 


定义 5 i (Mig) = (M, 0,)) 和 Riemann 流 形 ， 
WFK 
AC M,R) — CCM, R). 
> Af = div gradf 
Fy CM yg) 的 Laplace (或 Laplace — Beltrami) >. 
如 有 果 AS = 0, 则 称 了 为 六 上 的 调和 函数 . 
3| 理 4 设 (NM,g) = CM, >) W mi C™ 定向 Riemann JÉ, 


iX M RAR AR Spe) M E Be EB 
坐标 系 中 ， 


. a din d se et (gar) 
div X = > D 


) + 


-52 wy + Bebe (其 中 xX = De 


1=1 


— W 二 a an det gid af 
af Les ae +e 9 O a 
oa 
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5) = v det Cgu dz" A e A ar) = of det (gir) :所 
H 
Cdiv X) /detg = (divx) 03 5) 


a 


a a= 


= (1x2) (= 


a “, a 3 a 
= XS ETAR = Dy Mair LX age de ae 


d a 9 可 
= X ¥ det (gx) 3 + 5 Xoe ia Ti hm 


i j=1 


_ So A 2 ser(ou} + eros 


a 1 ,0ln det (gu 
divX = > H+ 3 3e smag 
进而 有 divX 一 D gt Dede BH 
det i) ` 
一 = ye a= = a, % 


£ Char 为 far Hite FR). 所 以 
yn pre 十 Ss 一 Bey 


Ol% aHa 1S Crer rn 
~ 7 uf ar 2 > det(gu) a 
i Alet Cg) 

2det (gir) ox 
_ 1 ain det(gw) 


2 cn 


再 用 gradf = DE 艺 ) 站 代入 散 度 公式 得 到 
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_ wo, ef = ag ] ,aln det(gu), of 
Af = 29 Soni 十 24 + 5 gt — = a 


注 3 MRM HR, HR BABA BBA gu = 
yg” = 8 ,det(g,) = dett6,) = 1, M 
divx = 3) ,Vf = 2 a. 
注 4 24m ME C™ Riemann 流 形 (og) 二 CM,《,)) 可 定向 时 ， 
利用 体积 元 素 定 多 了 divk A Vf. 如果 并 不 可 定向 ,; 则 可 用 上 述 
divX 和 4f 的 坐标 形式 分 别 作 它们 的 定义 ,并 通过 直接 计算 验证 其 
定义 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 . 
还 可 以 用 另外 的 方式 引进 div 和 4， 
定义 3 i Mm HEC” HIB X E OP (TM) X WARE divx 
为 
divX = trace(¥ — VrX),¥ ETN, E M. 
如 果 (好 ,9) A cm Riemann 流 形 ,容易 验证 ,上 述 定 义 与 定义 
3 是 一 致 的 - 事实 上 ， 对 {之 :有 


a 1 a 
= VEE K a 


+ Ler 


ue 


| 


l 
Sie 


| 
[7 4 
T 
+ 
MP ; 
可 
Š 


q 
— 
a 
a 
„= 


= 
= 
pe 
| 
ime 
Gaia 
十 
ay 
= 


一 
2 
m. 


= -D 十 S Dr 
这 与 引 理 4 中 的 表示 是 相同 的 . 因此 ， 定义 3 与 3， 中 的 div 的 定 
义 是 一 致 的 ， 
EG is My m HEC? Riemann ME. & 
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T OAO TM) CP (QTM), 
0—> VA, 


CV AIC yee Wr Piatt Fuga) 
= (Vr OW Fy, Fas 

a IW, € CTM), Y, © CCTM). GR VEE CHO TM), 
则 称 Y 为 一 般 协 变 导 数 算 子 . m 

div CTM) + CCQ IY TM), 

div — 4, V 
称 为 散 度 , A = div grad 称 为 Laplace( 或 Laplace-Beltrami) HF. 

显然 , 也 为 线性 算 子 , 生 由 Vie C= VV Oa 

-WV .于 是 


we — Aoveas 9 
divX= Ol VX = 2, V X (ae ya 
= Sivexiary = PaVa tw 2 
X V EX Gr") 2,98 8 Dit 5) 
= ， “1 3 alt a 
一 die) ae gar 十 ve 


一 52 se 十 Dow SZ 


Hy i=” 

= 3 十 5 a’ Dt 
i] 5 vil- ] 
e o a a 

= >, sit LEOD 


4 oe 1 , An det igu) 
= ae ary 1 Ne a 


这 就 得 到 了 与 定 er 3° 网 的 天 未 所 以 E E a E 
种 定义 是 一 致 的 ， 
引 理 5 设 CH = (M, Aim AEC™ Riemann WUE. ie 
98 


为 局 部 0” WEEE, fF © CCM) , 则 
Af= > VF Af ere) 


= > Cees 一 Vie f. 
证 明 1 it fet} 为 {a} 的 对 偶 基 , 则 由 
Si GPe a= Y afee e) 


Safee 3 CV Br Ba? es) 


= STs Cee) OV nerse) 


i=] 


一 — Saf Cen (Ors We es) 


f=! 


= — dfi SS fei, V eerte) 


f= 1] 


=o dft Vee) 一 — CV eed f 
得 到 
Af= div gradf = Cl o Ygradf 


一 SS Ww gradf (e* ,er) 


t=] 


= S)cv.gradf) (et) = S*eCVgradf) 
=] t=1 


= MeLv.. >) Oe] 


t= 


= Ses | (eed de: + (ef) V ee] 
4 一 1 i=l 


= djpeed + Dd) (ef)er( Vee) 
上 一 上 


f=] 
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= > (ee 一 Vef. 


此 外 ,还 有 
y V SEE oe = N` WadfCensen) 
k=l 5 一 上 


一 SCV .dSf) (ed = SOLV.(dfle)) ~~ df( Ve) ] 
k=] t= | 


= > [eef — (Wet 了] 
=1 


= > Cee, 一 V fad fe 
t=] 


证 明 2 i X Ee ET WM VFX) = Yaf = Xf = dfx), 
Bi Vi= df ‘ 


Vf Cese) = > V df le, .e) 
k= 1 t= 1 


T AoA ‘Ga 
Dd VAN Doak gp Uap 


SE a a 
= >) dal Vda) 


kir1= 1 


™ , ; 3 
DPN Aa) 


Esje] 


N ij 9 d a a 
= Dlg Ge — FV 5301 


aau F “ye A 
= Die gas D Pg 


irjam l 
ra Ff m me i: Ose 
= 249" FG 216 20 0 3 
ijl s= injsr= 


1 Sy Zin det(gu), af 
2248 m a’ 
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Sy Ff ay" af 
j 29 ae oe +23 ae oe 


1 h „aln det(y,.) af 
t 7 219 a” ae” 


= Sy ŽE NE by 2I detiu, Ff 


Ea aa 7 ot 2 ae ae? 
= Af, 
us SN € 
Bp, Jaagi = DIET al 55) = Cere) = Sa BH D iai = 
rei7 =] j=] pany 
g”. 
a 3 er Mis AP Gis) — alg’? | 
Der a — a 
SN gx ag’. ag” 
ETES: 
Fil 
Sars sb D py le + wm, 
+ 一 上 FT 一 
w B g i 
一 “ig an _ tp ie e 
>) om 7 >) oe" 和 
fy-- 1] 2 ,2 
Din det (gy) 
一 S gig” — Xg 一 一 四 
cgsr 一 上 r=1 che 


注 5 HS ORT Svea) R Y ee 一 
vseo7 来 定义 好 ,从 证 明 的 过 程 知道 , 它 与 局 部 cr 规范 正 交 基 向 


ag’ L a d In det (gu) af 
Sty 20, 5a Be? 


i =] 


但 也 可 直接 从 
> Vf (ee) = > y FD diens Xe) 


10] 


> aa Vv S ene = DIV Cee) 
tiril 


F477 二 1 


Il 


>) Vf C00,) 


看 出 它 与 局 部 C0" 规范 正 交 基 的 选取 无 关 , 其 中 8) 为 男 一 局 部 个 
SUG IE 32 1] Hy. 
引 理 6 i (M,p AmAEC™ Riemann ME. fE CCM. R), Ml 
V's Ee Cr(@3 M) AE OTM ETM 上 的 对 称 2 阶 协 变 张 量 
从 . 
证 明 因为 
T'IA, — VFC, XD 
= (VADEX, F) - CVdfi(Y,X) 
= (Vd) 一 CV df) FY) 
= ¥(df(X)) — dfi Y rX) — XAFI) 4+ dfCV¥ xY) 
= (YX XFIT (VY Vr 
~=— [X,Y] + [X,Y]f = 0, 
he VFX) = VFO, X), EI VP E COTM). 
在 局 部 坐标 系 {x} 中 ,可 以 换 一 种 方式 来 表示 gradf,divX, 
Af. ic 


= 5 :9 a= Span. ¢ = of 
X — 一 tf art —_ 一 fas fi — on 
my 


gradf= >) f “f= ye af = D fa 
i=] j=l 4 一 ] 


divX¥= Cle VX =cle Dy as 55 dz) 


ike 


= (Mai Od) ae, 2) = Se 


i=] jkl 


i02 


Af = div gradf = Sh Lehn = > gf 
特别 地 ,如 果 {x} 为 以 ? 为 原点 的 正规 (法 出 标 (参阅 第 3 3.1 
EAM DMAE p Bog = Og = OM Sf, = i ,从 而 


(Af), = > an Z] 
g| 7 UE M, = M,C) H 维 0~ Riemann RUE 
(1) div(fX) = Xf + fdivx; 
(2) ACfh) = FAR + RAF + 2yCdf dhe) 
= JAk + hAF + 2 gradf.gradk>, 
特别 地 AP? = 2fAf + 2g(df.df) = 2fAf + 2 || gradf || 7. 
证 明 <1) dive fx) 


_ = Mid Sc vy Gin det (gu) 


= yee Wy gy > t45 54 din Zin Sete) ) 


= Xf + fdivx 
“或 从 div 的 任 一 种 定义 出 发 ,都 可 以 证 明 此 公式 ). 


(2) 设 {le} 为 局 部 0™ 规范 正 交 基 向 量 场 ,由 (1) 得 到 
AC fh) = div grad (fh) 


= div[ > eC fh) . e | 
1 二 | 


= div[ 有 ` tefe + 了 > ， Cake; | 
i=] i=] 


= div| k + gradf + f « gradk | 
= Adiv gradf + (gradf Dk + fdiv gradk + (gradh) f 


= kAf + fAk + Dr a+ Dy eo 


= kAf + fdk + 29 (df dé), 
108 


ny ot ny ah 
其 中 g(af,dk) = g( >) Har, ace 
1 一 上 i 1 


SB ae ary = Pp EH 
E 之 Be de) 一 Dig? a 


isl 


F m a "I Fh 
(grad f,gradk) = Ss) eek Sig" aay Sig 5) 
=] j=1 ™ 


work 


“. of ., ah ~, af ak 
— NigS es E OL Np L 
Be De AT D oe 


zf. 一] 


stdf dk). 

定理 3( 散 度 定 理 ) WMD = MD AmAC EH 
Riemann WE, U C MNF BSH AM afm - 1 4ECUUE 
则 子 流 形 或 ON Aa CRIES OP ARAN Ce 单位 法 回 量 场 . 1: 
所 一 彤 为 包含 映射 ,多 一 df 为 由 5 确定 的 对 (及 上 的 体积 元 
Roda 为 WW 上 的 体积 元 素 . 

(1) CHR EUR X E CCTM) M 


| divAdF, = | i* idad = | Na 
(2) WHE fE C CM,R) p 
| AfdF a= | div Brad far, 


= | i* (tera m 


= | (grad f, N dF mn. 
当 supp gradf 紧 致 ,特别 当 好 紧 致 时 有 
[A fav, = 0. 
证 明 C1) A Green 定理 ,只 须 证 


i04 


xd lag = EX, N Adni 
事实 上 ,选取 {erst y Cmim = — N} Aie yen. 1} SPR MAT a 
了 上 的 局 部 C” 规范 正 交 基 同 量 场 , Ce! ee ee"! 0") Fl (ely ee ye" 全 分 
虽 为 相应 的 对 侦 基 回 量 场 . 则 对 A 上 的 局 部 0™ 切 向 量 场 矶 
Xano A 
ty OX st Xn O = UV CX, Xe Xn) 
= Cel A te A eX, Xpt Xna) 
= — eA Dre A ee Ae "DCX rts Xa) 
= {X,d nX aXe 1), 
AF nla = (XN DUP go. 
《2) EMRS X = gradf ,以 及 由 定理 2(Green 定理 ?立即 
推 得 (2) 中 的 结论 . 
5| 理 8 ik (Mog) = CM.) Am HEC Ep] Riemann FUE, 
CCM ATS.U BAA AM ym — 1 HEC 正则 于 流 形 ,NN 为 
a! 上 的 指向 开 集 5 外 部 的 0” 单位 法 向 量 场 ,8 = dV 为 由 g 确定 
的 体积 元 素 ,dF。- Aa 于 的 体积 元 素 ,f E C0”CM,R) , 则 


= 2 | [af + I graaf ll “Jar. 
=? | Geraas, Mav, BEP 
特别 地 ,如 果 fle = OMA A= M 
| sara, 一 一 | graaf i sav 
证 明 根据 散 度 定理 ， 
2 | cea 十 {| grads || Java 


ll 


| AFAV = | div (grad f dV’, 


= | eraa NaF: 


| 
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=2 | (feradf,N pda 1- 


定理 4 om AE CT BIE Se fo] Riemann 流 形 (Mog) = M, 
(>) EJEA af = 0) AR. 
证 明 H AF = 二 0 和 引 理 8， 


|, Il grads } arn 一 一 | sasava = 0, 
He || gradf || = 0,8radf = 0. 因 此 ,在 局 部 坐标 系 {z) 中 ， 


eof 是 局 部 常 值 范 数 . 
再 由 对 连通 蕉 出 了 为 对 上 的 常 值 函数 ， 

注 6 由 于 好 的 定义 实质 上 并 不 需要 好 可 定向 . 而 ce 外 形 
FAN AS? ie OM EERE. 为 统一 解决 这 个 问题 ,考虑 好 的 2 
屋 定 向 性 登 空间 (参阅 第 5 章 5.1) 

M = {ml 9p © 村 处 的 一 个 定向 }， 
相应 的 投影 汐 oes M — M tn) = pe RR eC) = (aoe!) ,可 以 
自然 给 出 M+ Ce 流 形 构造 a po Ee Ce RB. 
不 难 证 明 背 是 可 定向 的 ,并 且 开 连通 列 涵 着 新 te BR 
WA MR. 显然 ,定理 4 中 的 0™ 函数 了 ,一 R KRET A 
EAC? RR IA fA > RR, 使 得 fw) = FU) = ftp). 十 是 
将 定理 4 应 用 到 定向 流 形 六 ,推出 了 在 让 上 是 常 值 请 数 , 从 而 f 在 
M 上 也 是 常 值 函 数 . 

更 进一步 ,还 有 

定理 5(E. Hopf. Bochner) 设 Cg) = (M.D AmE 紧 
致 连通 Riemann WE CE, FE OU) 为 下 (次 ?或 上 ( 超 ) 调和 
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ba ey ED Ze M EARRA af ce OBR Af <0. DN SB Af = 
0). 

证 明 根据 注 6. 不 失 一 般 性 ,可 假定 MM 是 定 问 流 形 . 好 之 0 
或 Af = 0 Al 

| afar = | on pradfdr = 0 

蕴涵 着 Af =O0,B SAU eA se Cae 
ay. 

Hopf-Bochner 定理 成 功 地 用 于 Bochner , Lichnerowicez, Yano(& 
阅 LYBj) 的 研究 工作 中 ， 

最 后 ,证 明 Green 第 1 和 第 2 公式 . 

定理 6 1 OM.) = OM, A mE Co E Riemann 流 形 ， 
MOM 满足 stokes TERA ATH. feh 和 Cr U aM, RDN ABT am 
的 Ca 单位 法 和 癌 量 场 , 则 

(1) (Green 第 1 公式 ) 

| radar 十 x VF. VEGF = | Ff * bead 


aa 


= iE ETT x 
其 中 Vf = dfi Vf, Va) = (df,dk) = (gradf ,gradhy ; 
(2) (Green FU 2 Aso) 


f fAk— kAf)dV 
H 
= Jy i Paradà — he Lersdf 2 dF 
om 
_ ah, a, 8, 
[g aN h ay eal P 
BM 


Be SE wy. 
特别 地 CLA C2) op aM = @ MW 
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| sana 十 [VA voar = 0, 
M N 


frasa +] | VFI ar = 0 


证 明 因为 
ACF * teow) = f+ dg) 二 df A ternal” 
= f (digs dP + df (gradkjd¥ 
= fdiv gradh dr + idf, diddl 
= fsh- dV + (VS, VAV, 


其 中 df (grade) = CS " 22 ydf = > pe s2 D ani’ ve 


+ 一 于 
= idf dh) = Yf V ， 
(hieraa AF 一 (grads + trand JUV 
= dad = div grade + dF, 


所 以 ,由 Stokes 定理 得 到 (1): 
| saav + | wv hydr 
一 fa CF * tyra) = fs igra 


ag 


HO): 
f, CfAh 一 RAPD AF 


= | fatar + [ ove vad] 
一 [| Rd 阁下 十 | (VA VdV] 
M M 


= ik ` Tarak — he igru i AI 
= | is — h Aiar, 
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yh 
这 竺 bardF (ei e+ en 1) = dV (gradh sels yen 1) = dh (SA Pratt 


fan $ = ais et， rni iN Ega tt gE i} Fi ies 1m- ] } 分 其 
A; 


为 FM ERARE C 规范 正 交 基 向 量 场 . 

值得 指出 的 是 可 以 将 对 ce 国 数 了 上 定义 的 Laplace A -P A 
三 到 对 Co 微分 形式 上 定义 Laplace PP A COCA TEM) CPL 
T*M). 向 满足 dw 一 0 的 ws 称 为 调和 形式 .关于 调和 形式 及 de 
Rham 上 同 苗 群 的 关系 有 善 名 的 Hodge 理论 ,本 书 第 4 章 会 对 它 
作 详 细 的 论述 . 


1.6 C0C™ 温 入 子 流 形 的 Riemann 联络 


设 (Mg) = CM ,(.)) 为 页 维 C Riemann WE. Y WH. Rie- 
mann 联络 , f: M — MAC RA CMS 9) HCG) hY m E ~ 
Riemann 浸入 子 流 形 , 它 的 Riemann 联络 用 V 表示 . 如 果 了 是 Ce 
HRA UPR CM) = CHEF) 为 由 (下 ,六 A Riemann 正则 子 流 
形 , 有 了 时 了 (CM) 与 不 如 区 别 . 显然 ,0™ Riemann 浸入 子 流 形 局 部 
dz C” Riemann E MW Hi. 

定理 1 iM CM, M, Cig) 的 c= EMF HEE X,Y 
E CCTM), VY ALRCKY) 9 TaY 的 唯 - :的 切 分 量 和 法 分 量 ; 

Tr = VY + hk(X,Y), (Gauss 公式 ) 
则 (1) V Æ TM Ay Riemann 联络 ， 

(2) 二 为 TM 上 的 对 称 (T 下 上 的 ) 向 量 值 协 变 CH 张 量 场 ， 

(BD RCX,Y)Z (X,Y ,ZE CCTM) 分 解 为 切 分 量 和 和 法 
分 量 : 

RCX, YOZ = (ACX,Y)Z)" + (ROX, YZ), 
(ËX, OZ 


= RCX, OZ + (VY, — TE ZY), 
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(Gauss 曲率 方程 ) 
(CCX, YZ) 
= A(X, V rZ) — RY, VZ) — kKCX, Y], Z) 
+ {VF AYZ) 一 VX, Z), 
(Codazzi-Mainardi 方程 ) 
(4) 0 XxX COCOTHML) > COTM:), 
(XH) Vir 一 (Fave 
AY TM 上 的 线性 联络 PRAGA ADRS, H 
Xeon? = CV Era) + Ce, VI), 
XE CTM), iw E ChCTM!), 
证 明 ARAM AMA 0” 正则 子 流 形 , 故 对 任意 所 
CCTM), © M, WT TERR p HAY M EREEREER p), 
th EREU NM p, X = Dez 0! ah yo” WRR. 再 选取 
PMS U CUR FE omit, R) fH fle, = 1,fla- = 0, FE, 


X= fe Slo aE A ER Cm RH Kae = 0), H X len 
= XX, 
为 了 证 明 Y MAYE M ER O 的 ,我 们 任 取 ? E MOD), 


(E) 为 了 的 特殊 坐标 系 ,{5 5) Maa) 分 别 为 


i = 可 a a 3 
FM 的 局 部 坐标 基 回 量 场 Ms ten a= ggg lenm = Fr 


由 1.3 中 引 理 3 可 以 得 到 5 上 的 局 部 0” 规范 正 交 基 向 量 场 如,…， 
你 ,使 得 VA lenm = fat salen = Pin Al f M 下 的 相应 的 局 部 co 
规范 正 交 基 向 量 场 , 而 Zu lenmt s Galen 为 TCH 门 M)+ 上 的 局 
部 C™ 规范 正 交 基 向 量 场 . 令 

X= PRB, Y= DZ Veli = Dah, 


kor] 
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则 
VY = 3) ke )Z, + DD Zs 
i=l 1 


Belk 


VY = >, (Xa + DAZ 
k= l 


h(t) = S DIERA 
k— mtl igel 
从 上 面 两 式 可 着 出 :了 和 khCX, 了 ) 在 5 站 对 上 是 C0” 的 . 
Ci), C2) FAW 
Vaea Y H ACK + XY) = Vai = Va Y + Tay 
= (V a Y + Va Y) + ACX’ YO + ACX YO), 
TaY HRX, Y) = VY 
= F{ V xY + #CX,Y)}, 
Fal + YD HAX, Y + YO = Va + Yo) 
= Y Yi + FaF 
= (VY + VYD + ACX, Y) HRX, FD} 
ViGf¥) + CX AY) = FGF) = ONY + fY xY 
= {Cxfo¥ 十 了 wx + face, Y), 


所 以 Y 满足 线性 联络 的 3 PRE, Be AEREN Co 协 变 张 其 
场 . MA ATU MEA 


X,Y] = [XY] = Va — VX 


= YY VR = (VY — VX) 十 人 (和 ,了 ) — ACY, XD}. 
fit CX,Y》 = kV , X) (4 对 称 ), 且 | 


TCX, Y) = VY — VeX — [X,Y] = 0. 
ZOX,¥) = ZCK,P) 


= (Fak) + (X, V> 
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= (VaX,Y) 十 CX, VF) 


= 《TX 二) (XT + VDD 
(Vad O + CX Va), 
Bl YV 3 AL Riemann (Levi-Civita) KR KATROR 5). 由 1.3 定 
#8 5 中 的 唯一 性 ,六 就 是 CN,9) AY Riemann 联络 ， 

(3) 由 


BOX.YOZ = FVZ Ti 


= Val VZ FAB) — VVZ + CK ,DY) 
— (Vpr + ALX Y]. Z)) 


= iFa HAX, Vee + WV yh(Y D) 


— BERTET + ACY, ada) + TX 2)} 

— {Wrest FL XF] Z} 

RCX, OZ A Y AYD — VAX, Z) + hX, VZ) 
— Alf, VZ) — K[X, F] Z) 


l 


排 得 
(ACXY)Z)? = ROG YZ + CVA) 一 Th XD, 
(ROX, TOP =ACX, VA) — ACY, V eZ) — [X,Y 452) 
+ (Vah, Z) 一 V hX, Zyl 
(4) V+ WEARER FE CI C2 RE SD 
是 因为 
GE = (Vaf) = CKP + fxr) 
= (Xr + IT a = Are + F Tl». 
现 证 最 后 的 等 式 ， 
(Vieng Cv Ty 
= (CFL) + CF a) 
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= (Fanu) + Vie? 
= Xip, g), 

定义 1 设 p = Cit, (,)) Wm BE C™ Riemann 流 形 ,包含 
映射 i: M — MOC RA Mg = ig RAM CHB 1 基本 形式 ， 
# 称 为 省 关于 各 的 第 2 基本 形式 ,而 CM,9) Ci, 9) 的 C0" Riemann 
正则 子 流 形 . 

例 1 i MA Mm — 1e” Riemann 正则 子 流 形 ( 超 曲 面 ， 
m> DN AM EARE C 单位 法 向 量 场 ,我 们 定义 Weingarten 
mgt = — ArT, M -> T,M, LX = — Ar X = NX E T, M. 
yO = XN, N) = 2075N,N), ALX = VN C TM. FRAUE, 
L=— As 为 切 空 间 TM 上 的 线性 变换 

如 果 XY IN 都 基 局 部 0™ 的 ,由 于 

ACX, Y), N= (CTF,N) 


vange" 


XFN) — F, Y kN? 
= 0 — (¥,LX) =— {LX,Y), 
Pret RCX, YO =— (LX, YON . Gauss 公式 成 为 
VY = Val — (LX,YDN. 


ll 


同时 还 可 看 出 
站 
BD LAAHR. 此 外 , 述 有 
Fh Z= VC hy, ZN) 
一 一 X(LY,Z)N — (LY,Z)LX, 
一 FAX, D= FLX, ZN) 
= FLX, ZON + LX, OLY, 
ACX, Vr = — LA, Vr N 
= (VLX, ZYN — Y(LX.Z)N, 
— RY, V x2) = (LY, VZN 
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m= — iV LYZ N + XILY,Z) N, —&CLX,F¥].2) 
= iL[X,Y], ZN. 
于 是 ,Gauss 曲率 方程 为 
(ROX,Y)Z)" 一 ROX, YOZ — (LY, DLX — (CLX,Z)LY}. 
Codazzi-Mainardi 方程 为 
(RXZ 一 一 《LT — WLX LX,Y|,2)N. 
iz X,Y TM 中 2 维 平面 的 规范 正 交 基 , RCX A 了 ) 和 ,CX AY) 
SRA X AY 4M M Hy Riemann 截 曲 率 , 则 
BAX AY) = (X, RAON = (X, (ROX) 
= (X,ROX,Y)¥) — (X,¢LY,YOEX) + iX, LX, Y) LY) 
= R(X A Y) — {LX X HLY, Y) — (LX,Y)"), 
Rp 
RCX A ¥) = RCX A D (LX X) (LY, Y) — (EX,Y)*). 

例 2 i OM) = (M,1*9) AM ,g) H m — kt C™ Riemann 
正则 子 流 形 , Am 为 TEL 上 的 局 部 C SY E 20 AE [ey ea FR 
TEN kA Weingarten 了 映射， 

L,X =— Ay (X) 


CVAN ANON X ETM, j= lye ke 
类 似 例 1 可 看 出 A lal TM EA eee. H Gaus 公式 成 
为 


a WY aN, — 


aY = TA H RAXGY) = Tx — >》 LX, YONG 
{=I 
同时 还 可 看 出 
ACX.¥) = ACY, OSLA, Y = iX, LY», 
Al L, 4 A HATER j 二 lek 而 Gauss 曲率 方程 为 
(ROX, PITT = RX, YZ — SULY, DLX — (LX, ALY}, 


7 一 上 


Codazzi-Mainardi 方程 为 
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CRCX YIZ)- 


= >) VaLY 一 Vrb,X — LX. |, ZN; 


i=l 


+ >` KLX TN a NO — (LY ZOT aN, NNa 


sr1 1 


Riemann 截 曲 率 BCX AY) A EX A ¥) 的 关系 为 


ROUX AY) = BCX A ¥) — DY {DX X LY, Y) — (LX, Y’), 
i=l 


Hp XY 为 2 维 平面 Xx AY 中 的 规范 正 交 基 . 
例 3 在 例 1 中 , 设 太 为 的 cr 单位 法 向 量 场 . (ule ut} 
为 MARERA He me =m — 1. g= (2) = a, 


au’ aw au 
aa 人 wa _ av 和 a ra vv 总 
ay? OVEN ST? yt 4 Vea = AGV 2» 
a 3 9 、 a dr ~ 9 ar 
== — Ny a : > . 一 里 at = i | 
aw’ ‘ oR 5p) MRE wo à dw VJ aut a 则 


rx ， 
Li = GAEE ). 此 外 , 设 


则 


(1) Va 


ovr — 7p 8 A, na d 2, a 
(2) b= (L -p = or Fag) = 2 Tigu 
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> Lig? = ` Ligeg” = 5 EL Sigg”) 
4 一 1 j=l 


j=l 了 一 1 
= S Lid = Li. 
dew] 
可 a a 
(3) bi; — (Eo) —_ Gyre ay’ — La. 


(4) Ere 对 处 ,因为 (Ls) 为 实 对 称 和 矩阵 , 故 线性 变换 L 


TM 一 TM 的 特征 值 K1,… Km 都 是 实数 ， 
(5) FE Ka = Kies Kn 为 MM 在 8 点 处 的 Gauss HÆ, pp H = 


二 (Ki 十 … 十 Ka) H M TE p AARTE. 则 


K o= KiKa == det (£7) = det ( > Lag”) 


im] 
ee p _ det(Ly) 
= det(Zi,) + detCg?) = det (gi) ’ 


H= tix, foe ot Ka) = L trace CL!) 
m Th 


= Luace( y Lag = >> Lg”. 


j=l M m] 


例 4 ee 385.1 M = R" = RRSO. 
(1) Gaus 曲率 方程 的 坐标 形式 : 


a a a J d a 
0= Res T Ege i an Tam get a 


< 3 = 9 
ht, — {Ly Liss 一 bu Liss} 
-= y; so t 22 aut 2 了 避让 


= ÑU (Ry (st — Leli) } 2, 
tm] 


Ri; — Lal — La 


ar, ars, 十 ` (T, 一 Mo = = Llf 一 L; als, 


Je a u 
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injek l = Lye 
(2) Codazzi-Mainardi 方程 的 坐标 形式 ， 


0=— (Vab 3 Valaa- LL 


sN 
PEN Fa 2) 


ð a a 
i + Can Tae! 
a a 
+ 5 ees Zy oF aa sure, 


dau PN 


dl aL = 
= { 一 aa 十 za t > th — 2 Tila) N 


aLa aL > 
au aw >) Tila + Oe = 0, bj 1 


Lr his 
(3) det = Erby Li 


= Soul byt 一 Lali) = Sankt, 
t=] 


-=y a an 


ir 
= du a 


“lt — Ti Doh 


hio ià 
(4) ce ‘|= = LiL 一 LALI 


= X PC 有 一 abp = D Ra 
t=1 


wa 


= Sov (Ze He Saute 一 Pah. 
上 一 1 
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定理 2(Gauss ih EED i MW M = R” ey On BE EO 
Riemann 正则 子 流 形 , 则 于 的 Gauss HE Ke ay Md AoE 1 RACE et 
元 全 确定 ,而 与 M RTE BS la] AY 的 第 EAC REE. 

证 明 ”从 表面 看 , Ko 一 SM ee ORL RAR GX. 


det (gy) 
又 与 六 (第 2 基本 形式 ?有 关 , 但 如 果 应 用 行列 式 的 Laplace fe je 
就 得 到 


Ls LL 
Lt Ly | 


Lim Ly 
La Ln 


ea 


det(L,) = S* 4 


al 


vie a 
及 例 4(3) 知 |” TA 及 其 导数 (注意 Ty 可 用 gs 及 其 导 
数 ) 表示 , 所以 ,Ko 由 M 的 第 1 基本 形式 完全 确定 . 

定理 3 ik MyM = R" BY mt C Riemann 正则 子 流 撒 ,六 
为 M A O° RARER, BN: M > SOR" ORC? 映射 ( 称 为 
M 的 Gauss 映射 ), 则 


Rr = deta, 
FEN, TM > TS", TM RY Tss" 视 作 相同 的 向 量 空间 . 
证 明 设 {el ye Wy MP Phe » ly 


NI 2 aN I 2) BCA 

F k aul Ju! < aa! | i aaa LỌ a at! 
a an a LL = e a 

Va 2 au" Loe a a" 


Ke = deC = det,. 

定理 4 R M ÆR HRY 2 AEC” BSE [a] Riemann 正则 子 流 
Æ. UFE pm E M, 使 得 Kelp) > 0. 

证 明 Spe Mop 为 p 到 定点 4 的 距离 ,显然 p 为 MH 上 的 
HE SE PHAN. 由 于 MRS, UTETE p E M, fE o = p = 
max{p(8)) ,于 是 以 定点 4 为 中 心 ,po 二 ppo) WEBER M M 
完全 包含 在 内 ,县 在 m 恰好 相 切 . 为 简单 ,及 不 失 一 般 性 , 取 po = 
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0,207 FE A MAM OA EPA BICN = (0.0.10 Ap E AA 
M 都 在 其 上 方 . 

WH MY Regehr) = Coy cag) Mr. l0, 
zat 一 CO,1.2,) er (0,03 = (1,0,0),7', = (0,1,0).¢,,¢0,0) 
— goo(0,0) = 1 ,960,0) = gi (0.0) = 0. AR M A rg) = 
Cr ) e9n(0.0) — ga (0.0) 一 lsg (0,0) = g2i (0,0) — 0, 

由 为 r(r,y) eu (0,0) ag TY A Se PB eA 

zzy = [rfr y ~~ re CO.0] 8 

= rs(0,0)z + 7, (0.0)y + FLO, 0344 

+ Irra lLO Ozy + r'ty(0,09 | + ofa? + YY} * 

一 FEO, 002" + Zial, Dry + Fool Oy) + oLz" 十 x). 
用 反 证 法 可 证 明 ; 存 在 (0,0) 在 x0y FE ERARE RAR ey) 
CUR 

£00,032? + 24,200, Ory + Epl, Hy 
= Pat, Oa? + 27,200, 0) ay + Ealt, Og’. 


显然 ,对 Gy CR, EM RSAM i 由 线性 代数 知 ,上 面 两 
个 二 次 型 的 最 小 特征 位 和 最 太 特 征 值 之 则 有 如 下 闫 条 :2 Aye 


Apsara, 2 0, H Ay = Andy, = Ay, AUK, 
- det (Ly) — 一 = — deti Ža) 
Getty) MA AnA Get GG.) 
= 1 
= K; = a> 0 


pt 

定理 5 M = R? PHY 2 HC” 定向 Riemann 正则 子 流 形 M 的 
Gauss 曲率 Ke 与 它 的 Riemann & fi} 48. 

证 明 ee TM A gah Ce PRG IE AE BH. LH 
Weingarten 映射 ， 


Re, A es) = Ble. A er) + (Lesser) (Lesres) — (Lenen? 
= 0+ (Bie. + tier e) (foe, + Lhes, €) 一 (Lie + Liese 


J L 

— HB — (Y = det | = Ki, 
了 
J L5, 


其 中 i= 以 是 因为 Li 一 CO erse)) 一 he, sei) = ‘Bis Lej} = (ry 


Si Le) = Li. 
峙 给 出 两 例子 . 


例 5 if = RM 一 "(一 


fe 


m 二 1 


， ， 1 
m+i 52 = —} 
ReH DG? = 二} 为 mm 维 球面 , 则 
mpl 
LX = YN = Vd Vea se 
m+ | 


= TODO ;十 » ENIE: 
X.Y AXA 平面 上 的 规范 正 交 基 ,出 
RX A D = BCX A Y) + {LX, XLY ,FY — (EX,Y)*} 
=O04 iL EXO eY, — Cv OXY?) 
= (CH Riemann BH # c > 0). 
fie 


P= VEX. 


Ky = det (L°) = det B =(/ej*=er, 
af C 
m 小 
F y b an fn 
i= mace - 一 ve wort we = ee, 
Th IFE 
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ajs M = R!M = {xy = Cat gees atl) ER | S) (7): = 


1) 为 m 维 贺 柱 面 , 则 
LX= VN = Yal > Jes S 


= VEDAD g = VE Da rt 


m+ I 


He x= Das, 
取 TM 的 局 部 Cr 规范 正 交 基 疝 量 场 为 even a sera 则 
有 
re, Je e: 
Leni = 可 中 一 二 
a ve a 
ag@t! D J yet 
fic 
Ko = det ~ =, 
le 
0 
m t 


p= terete £0 mal y, 


注意 , Mim > 3) 不 是 常 Rieman RAW 0” 流 形 , 例 如， 
Rte. A es) = Re, A e2) + {CLerse yt Lese) — {Leje} 


= į 十 人 we》 eye》 一 (we elyes)2》 
= > 0, 


12] 


Rey A 3 Sa) 


= Beer Asa) + (tene) bay) 


J os 
— he FET) | 


- a 
= 0+ ({V eene (Oea © A eena 


= Ô £ e= Be A ez) 
最 后 Ri — PP BAe et. 
定理 6 (M,g) = CM ,i*g) EOM, g) 的 C0" Riemann 让 则 子 流 
ERIS VY X,Y, Z,W CCTM ,有 
K(X,Y,2,W)= K(X,Y.Z.W) + (X, Z), AY, WY)) 
— {A(X W) ROY ADD}, 
如 果 X.Y 为 平面 XX AY 上 的 规范 正 交 基 , 则 
R(X A S ROX A Y) + (AX, X) AY) 
— (ALX YD ACX, YD). 
特别 当 〈 形 ,9) 具有 党 截 曲率 。 时 ,得 到 
K(X, Y, PH) c{ {X Z(Y, W) — (XW, 2} 
+ {RCR Z) ECY WO > — RCX, W), RCY, 23), 
如 果 XY ACP X 入 YY 了 上 的 规范 正 交 基 , 则 
ROX A Y) =o + (CX, X). ROY.) — CRACK LY) ACK YD}. 
WEAR 因为 
KOX,Y,2,W) = (X,RUZ.W)Y> 
= (X, R(Z,W)Y + VAY) 一 FuZ,¥) 
+ AZ. VY — AW. LY) — ACLZ.W YD 
= KOXP GW) — (FX hW, YD) + COYXACZ,Y)) 
= KCX,Y,4,W) — (hOX,Z) ACY WD + COX) ACY ,2)), 
所 以 
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ECX, Y, W= (X,Y,Z, W) + {ACX Z), RCY, W)? 
— (ALX, W) ACY ,Z))}. 

a 1 Ww (O19 4m} 为 TN AI FUE IE EE, fe, rit Em mtl 

ezt A TAM 的 规范 正 交 基 , 则 


Aja K (bistje) 
= Kteiyesserse) + (Cheer) hleze)? 


一 these) seje) 
= K iu + ¢ > hha > Bint ) 


可 一 网 十 1 fo=mt+i 
— ( >) hies >) hiep) 
a=m-+ ] f=m+] 
= Kime + >) ahh 一 Aah). 


e=mtl 


如 果 TRA c 的 流 形 , 则 
K iju = CC bd 一 Bird je) 十 > (Aah 一 hh 


gm|] 


应 用 定理 6 立即 得 到 


æu 
3 


定理 7 i Mp = (M, p AM, g = M, Yom HE 
C Riemann EMT WE, CH, BAH Riemann RA Be. le, 
"en CM g) 的 局 部 C” SUNG IF 36 SE, Ti fers e+ .ea) ACM ,@) 的 


局 部 规范 正 变 基 8 AIM og) 的 数量 曲率 iE 


Be, = 《下 (es 可 see) stj 一 ohh 

m m ; ` ] m m 
l= 2 0 A (7) 
一 全 一 3=1 


CHR H = A(x) 为 平均 曲率 向 量 ( 参 阅 第 2 BE 2. 1)). 则 
s= mim — lDe+m’ || A|| lad? 
证 明 
“二 二 X) Ri = YRic(e., ei) = > lej, Rle,,e)e,) 
i=l = 1 friji= | 
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m 
= ` TK (05 48:98; 98) 
‘f= 
at m 


= ` {E aa + > Choke — hohe) } 
a=m+1 


miji=1 


= X {elpa — Sð) + >) ahg — hoha) )} 
54 一 ] e=m+] 


=m —m + DOS ao an 一 SD SD cae? 
asm l is] 了 ] await li j=l 


= m(m— Det mè H)? [all 
1.7 3 RR 


本 节 主 要 介绍 利用 活动 标 架 研究 线性 联络 .Levi-Civita 联络 ， 
曲率 和 CRW FRE aL. 首先 用 另 一 方式 定义 联络 和 协 
变 导 数 . 

定义 1 M AmC RE, = [B, M,a, GLa, R), R, E) 为 
秩 # 的 0” 向 量 从 .如 果 线 性 算 子 

V CD — O° (T* MOE) 
满足 
V (fs) = df Qs + FV s.5 © CE), fE OH,R), 
则 称 Y A ERK E ER ERE. 称 Vs 为 * 的 协 变 导 数 . 

由 定义 各 1.1 引 理 262? 的 证 明 可 知 , 线 性 联络 Y 为 局 部 算 
T APE MR s| = OM Veils =O FEV EMBAS RO 上 
的 限制 Y = V |: 是 有 意义 的 (为 方便 ,有 时 仍 记 作 V mR E| 
平凡 , 则 中 |* 的 C 标 架 场 {fs CE i E CAE ho His, 
sle) Apa © U Shee F ARE) BR EA GBB OC™ 标 架 场 . 

设 Ule E€ TAMA BS. EG Fi, 是 平凡 的 , 则 5 上 的 
ERTER V (Vola © r) ERE. Sis.) 为 5。 上 的 局 部 
标 架 场 , 则 存在 5。 上 的 0” 实 值 1 形式 的 a X a ERE @ = Col) ( 称 
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为 联络 1 形式 ) 使 得 
Vs = DADs 
如 果 {5s1,… 1454) BU. EA 局 部 标 架 场 ， 
= DAOS, o= (w). 


ic 8 一 > ee, 和 ‘= (hi) A= Caz) PE E PE. EE ss = Sa, 
从 


f=] 


rQ Va = VCS Tas) 
j=l 
= ST dal Q si + ATs) 
i-] 
= Sy caa 十 2 sat) ® sı 


= Sy Dai + Sata B5, 


有 

w= dA ALF A" o AT (联络 方 阵 的 变换 公式 ). 

已 给 MARAE (Ul EE 中 ,Us。 上 的 局 部 0” 标 架 场 {sf} 和 相 
应 的 gfe RO G X a EDR) 值 1 形式 @ mea pe run 
iso, 


s= Dallas Pe, As = Caila, B)). 


my 8 上 的 线性 联络 由 一 EC, ERJ gi(n R) 值 1 形式 加 定义 ,使 得 在 
Ua N Vs RRA: 
a = dA * Aap + Aep * Og * Azp 
is E CCE), X,Y € CCTM), f © Cr R), Ys = 
(Vs)(X), RCX, Ys = (VeVi — Ve Ve — VexeDs- ALI EX 
4 和 引 理 1, 有 
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RY, XY =— RCOX,Y), 
RCX, F) = RCX, fY) = JECX,Y), 
ROX.¥)Cfs) = 了 (下 Ds. 
假定 {51,…;,s.) A M BRF EU KAJAB Co pee Wee 
0™2 形式 a ( 称 为 曲率 2 形式 ) 使 得 


Ros) = es & Si 


从 
DIANK, Ys; = RCs) (X,Y) 
JJ 一 上 
一 ACX,¥)s, = OFERTE 一 Wr WV cay) & 
= FAA As — Tr aif 8s) 一 Dy ol XY])s, 
j=1 j=l 1 一 上 
= SUX IW) — YX) ~ of (LX DJs; 
j=l 
+ AOC) 一 af Xo) Js 
J= 
= $ a 一 J o A oA (X,Y)s, 
j=l k+} 
有 


Qi = dw; — Spal A at. 

因此 , REBA h Ce 2 FEA n Xan ERE O = (9) EM. EIEM V 
局 部 可 由 C” 1 形式 的 上 X n ER o= D EAH A AERE 
号 ,有 

Q=de—-woAwo GERAR V 在 已 上 的 曲率 方 阵 ). 

EX2? 如 果 在 己 上 Vs 一 0, 则 称 吾 |r 的 2 鹤 面 s 关 于 Y 是 
平行 的 . 

定义 3 如 果 曲 率 中 = e FEM ABA S= 《83) 一 站, 则 
称 线性 联络 Y 是 平坦 的 . 
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定理 1 上 上 的 线性 联络 Y 是 平坦 的 各 存在 局 部 平行 的 6 
标 架 场 . 

证 明 CS) {s,s} AFR U HA aa FATA Co oe 
场 , 则 Vs = 0, Vas = (VO = 0,0 Vis = 0. MBs EE 


CE) RARE s = Di fs PE COUR). FB 
RCX, Y)s = RCX, YC} Pe) = > PROXY Ds, 


= XPC VaV — Vr Ve — Veards, = 0; 
j=l 
R= 0. 或 者 ,从 
0 一 Vs 一 SN os 
J=1 


得 到 
w = (aj) = 0 
和 
@=da—-a A a= Q, 
Alii R= 0. 


(>) 7 FHH, EI R = 08% O— 0, FFE. if Maurer-Car- 
an HE da= o A o [PT ],1. 4.7 Example; 局 部 存在 一 个 GLO, 
R) 值 映射 B= (8i) 使 得 

d#+-+B'= wo. 


& A= B = (ai) Ra = 2 #3, R] Va 一 DaD; H. 
w= GAs A Ao A = dB BY *w-B 

=— BdB)B 'B + B-'(dB)B'B 

一 0, 
BP Vs. = 0,5 为 局 部 0” 平行 标 架 场 . 

EMA Wm AC RIE 闭 上 存在 整体 的 C” 平行 标 架 场 ， 
划 豆 上 的 线性 联络 V 称 为 整体 平坦 的. 
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$11 iR E= MXR AFH co 向 量 从 ,s E CE), sla) = 
(rf), EMV s) = dfl). WR s Fit odf = Of Aly 
部 常 值 映射 , 故 {sfkz) = Cre) fer = (0, 0 10 0) ,第 i 个 坐 
标 为 1,i = lenn) 为 整体 Co 平行 标 架 场 , 即 Y 为 整体 平坦 的 ， 

引 理 1 吾 具 有 整体 平坦 的 线性 联络 OF APA CH Ae 
M. 

等 价 地 ,不 具有 整体 平坦 的 线性 联络 OF REF ALAC 向 
HM. 

证 明 (AHA E RARI Co 平行 标 架 场 , 故 中 为 平凡 Cr 
[py He AA. 

(=) on BAPE AL Co RA, DY BPP RA M x OR, 
1, 吾 存在 整体 平坦 的 线性 联络 V. 

例 2 平坦 线性 联络 不 必 是 整体 平坦 的 . 例如 ,M4 为 Mobius 
带 [0,1] x R/~, BROOD ~ C1, — A. R001] XR 的 切 从 的 
平凡 线性 联络 诱导 了 了 74 上 的 平坦 线性 联络 VB TM REE 
几 C™ 商量 处 (理由 YA 有 整体 Co PRR, Em aye te, Sp aR 
AYE FR) AV PERE. 

定理 2( 线 性 联络 的 存在 性 ) 任何 秩 z 的 C” BME = (2, 
Msa GLC, R) RE, e) 上 总 存在 线性 联络 ， 

证 明 取 的 局 部 有 限 的 坐标 分 域 的 开 覆 盖 {06|a CO} 
据 单位 分 解 的 存在 性 定理 ,存在 从 属于 {sia © r) Co 单位 分 解 
{pala © I}, fË suppp. = (2 © Mp.) = OF CU. ERP UL EM 
Fay BB C™ 标 架 场 {39,… st} Ale Xn 的 0”1 形 式 的 矩阵 pp, 则 存在 
N rr 上 的 O” 函数 所 组 成 的 非 退 化 矩阵 Aae ,使 得 

S* = ApS", det Ass = 0, 

其 中 g = (57,+++, 50)? , BY 


ai rer ai 


st 
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全 


wn = > pe(dAag * Aas) + Aas * ps * Am)» 
fer 


Ep, eN Us = OH AAPM YF BR 0. Mo EU, 
上 的 cei BRR RE. 我 们 只 人 须 证 明 , 当 5 人 门 AOL 
变换 公式 
ws = dA * AG’ + As * weg Aap 
FEE, U N NAS EE RBER 
Aug + Agy = Ars 
Ags * As + Ass * dAn = då. 
AW EDN ASE, 
Aag * Wg * Aag 
= Š, Prdaa + Ap + AB + Any + py + Ant) + Aas! 
BE Ie pa ES 
= Š) pl €— dA + Ay + Ay Ag) Asst + Ae @ + An! 


i 
EAE Ne eS 


| 
M 
> 
a 
b 


ay Ay + Aa * p * Ag} 


一 >) py + dag + Am 
o Ne NEES 
= w, 一 dA + Aq’ 
EN oa = dAag * Age’ F Aag * Wp * Aap - 
由 pe 任 取 可 见 , 线 性 联络 的 确定 有 相当 大 的 任意 性 ,特别 令 
ps = 0, 则 得 百 的 一 个 线性 联络 Y , 它 在 已 上 的 联络 方 阵 是 
wa = >) pp dAag + Azp. 


# 
Ws ARATE Co RE, ECTE EU EA RRA 
5 = la * }' = ainal], 
Sa 
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则 
Vsle = (da, + ta + ws) QO S. 
ME UU A SME EUs ERA 
a9" = a,8" = ayAgaS’s 
Ga 一 pAs 
da. = da, * Ags + Br * dAnes 
从 而 
(da, + a, * @,) &) S” 
== (day * Age + ag " Ap + agAga * 0) (XQ (Ay) S Y 
= [day + as + dAn * Ape! F apAm (An! + wy + Apa 
一 Aja! * dAga) Apa’ ] 的 8? 
= (day -+ ag * dAga + Aga! + apoy — ay + dAge * AnD 人 
= (day + apop) CO S”. 

Hy I a ERB V ONCE) 一 CT 的 可 ), 容 易 验 证 ,由 
Vale = (da, taro) © SREE ML MRE, 上 故人 为 EE 上 的 -- 
个 线性 联络 . RV 在 5 上 的 联络 方 阵 就 是 o. 

从 联络 方 阵 的 变换 公式 知 联 络 方程 为 0 不 具有 不 变性 , 但 对 
于 任意 一 个 线性 联络 总 可 以 找到 一 个 局 部 标 架 场 ,使 其 联络 方 阵 
在 一 点 为 0. 这 个 性 质 在 有 关联 络 的 计算 中 是 有 用 的 ， 

定理 3 i V HP npe 向 量 从 # = (E, Mn, GLa, R), R, 
全 } 上 的 一 个 挛 性 联络 ;pz © MUZE rA A REE 
局 部 0" 标 染 场 8, 使 对 应 的 联络 方 阵 名 在 了 点 为 0. 

证 明 取 2 的 局 部 坐标 系 ( 人 ,PD) dr) Erm =0,1 Sign, 
m = dimM. 5 为 [上 的 一 个 局 部 0” 标 架 场 ,对 应 的 联络 方 阵 为 己 
= (of) ,其 中 


of = >) Tdr, 
2 一 上 
TBE ERY Co aR > 


130 


a = db — SITE) + r, 


WERE 4 = (af) 在 点 ? ERDE RE I FE PBT V 
CC 使 4 在 了 上 是 非 退 化 的 ,所 以 
S = AS 
为 VF 上 的 局 部 标 架 场 . AA 
dA(p) =— olp). 
所 以 由 联络 方 阵 的 变换 公式 得 到 
Of 了 一 《dd ATH Ato. ATD 
=— olp) + wp) = 0, 
即 5 为 所 求 的 局 部 Ce 标 染 场 . 
关于 曲率 方程 还 有 其 变换 公式 . 
引 理 2( 曲 率 方 阵 的 变换 公式 》 总 一 4- 另 *4 1 
证 明 对 联络 方 阵 的 变换 公式 
o= dA A pH Aror At, 
v A = dA + Aw 
求 微分 得 
do å— œ A dA = dA A œo + A" do, 
再 将 dA = o. 4 一 Aw 代入 上 式 就 有 
dA A ot A» do = dps A— o A (@*A— Aw) 
= (do — o A WA + A A+ AeA") A Ao w 
一 《de — o ÅA wA +da A w+ do A o, 
Ar Us 
DA= (da—a A w)-A 
= Aldo — wo Aw) = A+, 
Bl QSA G+ A, 
值得 注意 的 是 , 纪 的 变换 公式 是 齐 次 的 ,而 联络 方 阵 = 的 变换 
公 却 不 是 齐 次 的 . 马 包 含 很 丰富 的 信息 ,特别 是 借助 于 只 可 以 构造 
M 上 大 范围 定义 的 微分 形式 .此 外 ,从 引 理 2 的 证 明了 可 得 到 启发 : 
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见 了 等 式 就 微分 ,也 许 微 分 后 会 带 来 预想 不 到 的 结果 . 
定理 4 £1.20 1 RO = Co ),o = Ce), 


@ = T 2 Thor Ao, M= F X Ro A at, 
则 | 
(1) (Bianchi 第 | 恒等式 ) de+@Aw—0AR=0; 
(2) (Bianchi 第 2 恒等式) de + AQ Aw-woAQ=d. 
证 明 在 1.2 定理 1 中 的 Cartan 结构 方程 ， 
dé—@Awt+@, dj 二 区 大 十 如 
的 两 边 求 外 微分 得 到 
0= dd 的 = a A ot @ = d A o— P A do + da 
=@Ae+@ Awo—#A (oA w+2) +de 
—@Awo—6@A +d. 
(2) 类似 地 ， 
0= dido) = dle A at+2) = dp A wo—wA do dQ 
=foA ot Aa—owrh w A ot +d 
= Q A w—aA g paa. 
秩 # 的 0" 和 癌 量 从 上 的 线性 联络 自然 诱导 了 对 侦 从 E* 上 的 
一 个 线性 联络 ( 仍 记 为 V). us © CPCB) s* © 0%(CE*), 为 方便 ， 
记 (8* ,8) 一 s*(s). E 上 的 诱导 线性 联络 Y 由 下 式 确定 : 
dis*,s) = (Vets) + {8* ,Ys), 
下 面 ,我 们 来 求 EY 上 诱导 线性 联络 的 方 阵 . hs cis A 
5 上 的 局 部 Cr 标 架 场 ,si(1 Sj Sa) A BY 的 对 偶 局 部 0 标 架 
Hy » Bill 


(s*3 59 = s*i€s,) = di 


> 


a 
a 
Ys" = > PE 
kre Į 
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age (gti, Vs) =— (Vaia) 
= Stor @ s**,5) =— a*} 
得 到 
Vast? = — Ve 
i=1 


车 s* © C™CE*) 局 部 表示 为 8* = dD) ms*!, 则 


YW 3* Oo Sida, © s**t 十 
t= | 


mot Q s 
1 


了 上 一 


一 S) da, 一 Saoi) GI s** 
(da 一 aw) SO S*, a = (Oir on), 

定理 5 (Riemann 流 形 基 本 定理 ) Æ m HE C™ Riemann 流 形 
(Mig) 上 存在 椎 一 的 线性 联络 Y ,使 得 ?一 0,Y 与 9 相 容 (该 联络 
就 是 Riemann 联络 或 Levi-Civita 联络 )， 

TE {erst sen) 为 了 4 的 局 部 C” 规范 正 交 标 架 场 ,{o +, 07} 
是 对 侦 于 {e@1,…',em} 的 局 部 0™1 形式 ( 称 为 余 标 架 场 ). 则 存在 玲 一 
性 定理 等 价 于 g 的 Levi-Civita 1 形式 o = (a) 由 结构 方程 


do = Vwi A oi, of +a = 0 
唯一 确定 . 
证 明 ( 活 动 标 架 法 设 
Va= Sai Qe; 


j=] 
则 Y 与 9 相 容 , 即 
X(g(¥ ,Z)) = gt x¥ ,Z) 十 g(Y, Vix) 


g= dg; CX) = Xg; = X iglene) 
= gEV xei5€;) + HOP V re) 
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(gV ere) + gla. V er)) CX) 


= (gC Sa ee) + gles D ADDA 
fas ] t=1 


= Cad + wCX) 
Sata = 0. 
此 外 , 挠 张 量 为 0, 即 
O= T(X,¥) = VY — Vr — [X.Y] 
=) Lenn] = Vee, 一 Vee = (Ve) (ed 一 (V en (es) 


| 


(D Bad(ed — (Sof Bede) 
! 一 1 i=} 


W 


`> EACS — wle) jen 


im] 


于 是 ， da’ 一 Sia A w 


上 一 1 
= — at([e..e;]) = earte) — ete) — wt le,e;]) 


= da'(e,e;} = Sat A ai le,e,) 


t=] 


| 


> [ailea — atea] 


= ekle 一 二 fei) 


& [ere] = >) [oie) — offe,) Je 


= T=Ì. 
设 Llene] = >) yer af = SJ tio! ,出 
to} i= 1 
ato =0 © hhth=—0 S h= hh 


[ese] = S Lose 一 ole) je S d; = RL i 


如 果 FFAG A, a k; 为 上 述 线性 方程 组 的 解 . 
{唯一 性 ) 如果 Cg) 上 存在 Levi-Civita 联络 V 或 满足 
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Levi-Civita 1 形式 of = > hie 的 结构 方程 
= f=] l 


dai = Siw A oi, a + wo, = 0. 
=I 


WU A a RE EH.: 
fi, = _ bins 
c= hi — Bs tegat = lype, 


从 而 必 有 
] ，， 
Cet Ch ci) 


l- | | . 
= pau 一 ky + hh hi: 一 十 i, | 


] | | 
= Fi By H k Ba H Ra — ha t hi] 
= Ah, 


即 解 是 唯一 的 ， 
‘存在 性 ) 容易 看 出 ,由 ;二 一 on HED 


m = cet ob — i) 


ied 一 一 Ry 
i 1 __ l ; i i 1 i i 
bi 一 hij = To 十 Ci — ci) 一 yich 十 Ci — ch) = Chis 


AO H e = D hid 和 Vei = Do We, EH V 满足 Levi-Civita 联 


络 的 条 件 . 
a1 由 于 


>) fie = Vee = (Vele) 
j=l 


= (dja Ged) = 2 ee 


fut 
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所 以 
ax Ce) = ih, 


of = X Tio, hi = Th 


1=1 


Tt o = Col) Ag AY Levi-Civita 联络 1 Est, @ = (2) 为 Rie- 
mann 曲率 2 形式, 8 = doe—aeA o PHAR. iB 
ix 
B= >) Kw A oly Kiu =— Ky 


k, i=l 


5 Sil, 
1 
Kiu = y Kiu 一 Kip) 


1 由 
一 5D Kino’ A ao Ce er) 


ai=] 


= ET Cersei) 
= glen >) Re, (ese)) 
a=i1 


= glei, Rte) Cere) ) 
= gle, CEs 2@ie;), 
因此 ,这 里 的 Kim 就 是 1.4 节 中 的 总 . 
对 do = Slo A of BRIM FAL S = do — o No 
到 | 


0 一 do 一 > de’ A wi — o A doi) 


im] 


= D ido Ao — w A (+ Do A a)] 


j=l k=1 


= So haha— Sevag Sora a 
i=l 


JE 一 上 fF, ku] 
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j=l 


= + > K 07 A wo A wo. 


fib f=1 


从 而 立即 推出 Bianchi 第 1 恒等式 
© {Kim} = Kiu + Kay + Kia = 0. 

最 后 ,我 们 来 研究 Co 正则 子 流 形 的 局 部 不 变量 . My m= 
m + kH C” Riemann i (M, g) = CM, (>) Bm HEC 正则 子 流 
E, Y A, g) 的 Livi-Civita 联络 , T,M1 为 TW 在 T, 调 中 的 正 交 
th TM! J M EM PREMA RTM! |, = 7M. 我 们 将 给 出 0“ 正 
WU AG A = PSS BANE st BB 2 基本 形式 及 诱导 法 联 
络 ,还 将 导出 与 它们 有 关 的 方程 

设 vE CoCPM) ALP MoT MA =~ CF |) 表示 线性 映 
Bt EE V |, BUM 的 正 交 投影 (与 1.6 例 1 相 比 较 , 那 里 的 N 为 
局 部 0™ 单位 法 向 量 场 ,而 这 里 ?不 必 蚌 单位 的 ). 因 

Fry)= (Xf + fY w 


= df(X) -v+ fY, fE CM,R), 
而 arx 为 法 向 量 . 我 们 有 
An(X) = fALXY., 
特别 地 ;如果 vz © CPT M+) yep) = aCe) WTA X ETM, 
有 


A(X) 一 A(X) = AK) 一 Ade |, 


上 . t 
= Da (PAX) |, = 550 -ACX)|, =D, 
r=] ` 


即 ACX) = ACX) HP {ese 为 了 AL 在 ?的 某 个 开 邻 域 中 的 
局 部 C” 基 疝 量 场 . 因此 ,对 每 个 法 向 量 mm E TML, aA TM 上 的 
一 个 线性 算 子 A, 与 之 相对 应 ,4 称 为 在 法 方向 w 上 的 i 的 形状 
算 子 . 
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引 理 3 PRAT ATM > 7M BASE BPR Y nsu 
E TMA gA (ah) ote) = g Cty Ar, (ed) . 
证 明 itr AM LEME PHAR EES Ce ee ey fE 
得 xz) = wT A A E ER C 切 辣 量 场 ,使 XX;(p) = et = 142. 
记 9 = 《,》, 则 
(ACK), Xo) = (— (Vp), Xe) 


一 《一 Vr, Xo) 一 一 Kiir Ag? + (w, Vix Xe) 


= Cr, Ya Xe). 


类 似 地 ,有 
(AA Xa) XO = Ww, Y Xs 
故 
(ACK) A) — ACX), Xi? 
= 《py Vx Xo) — Ce, Va, Xi) 
= (9, V x Xa — VN) 
= (r, Xis X2]? = Ü, 
Rp 


(ACX), Xa) = (Xir ACX, 
GCA, Cat) suz) = g Cay, Ay Cae) ). 

RI:M> MARSH. MHA 1 基本 形式 是 诱导 度量 " = 
i*g, Bl TM 上 的 内 积 g; 一 pleyen = Opes gf Xs F) 
FPEX Y) = gE T, M; kh 为 第 2 AKEE. 由 
Gauss 公式 


VF = “Yaf + ACX,Y) 
和 
OXY) w= (VF — Valor) 
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CRRI 


一 一 (Y, Y w) 
Y, — (F) 
= (A(X),Y) 
得 到 好 的 第 2 EREA k Co 截面 ; 
hi 
P 人 hye 
其 中 OTM A s Gp Co 对 称 协 变 张 量 从 ,hi(X,Y) ETM. 
M4 的 第 3 TREERE TM 上 的 诱导 法 联络 Yt, 由 Vir = 
(Fv) EM, EE Vie BTM! 的 正 交 投影 , 于是， 
Fav = (Fw)? + OF aw) = ACK) + Tis 
OE FR Te) Ft oe SERIA EK Tt PAB. 选取 OM, 
D = (M.<4,)) 的 一 个 局 部 C” 规范 正 交 标 架 场 e1，… pene, HORE 
HF| Metten DEP MBE SECM 9) 一 (于 天 9) 的 局 部 C 规范 
iE op OM 为 C 正则 子 流 形 , 对 坐标 标 架 场 作 Gram-Schmidt 
TE E(k BSI). 下 面 , 我 们 规定 指标 变化 范围 : 
LX ABC mr ky Lijk Am, 
m+ 1 a,f.p Sim t+ k. 
TE {oee oH) AM Elert sean) AME PRE BRS 至 有 


定理 6 G) TD 


l 


(2) a= Vro, 


mtk 


(3) A.C) = =e ej, hlese,) = >) bien 
a=m+l1 
(4) k= aps Hie CB e = S ELOD e, 
a= m+, 一 可 + ] j=l 
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m+é 


(5) Vte= >) AB er 


f=nm+] 


证 明 O 因为 
SD A= Dee) 
i=] += | 


ta 


= > w Siaie,) wk ` b'e) 
i=] j=1 k=1 


= Ss} at's, = > laid 


E jk= l t=] 


一 S des, X be) 
+= 1 j=l 


一 CXF? = gX, F}, 


(2) 在 注 1 中 ,限制 
cof == SIT" 


到 MR 


™ 


of = > Da = D k. 
A 


i=l 


(3) A, Ce) = (Frea)! = — (Fea) e" 
mtk 
=— (C >) 0? & ea) le)" 


m+E 


= | > ao8(e)en] = Sle)e, 
#=1 i=l 
一 Shalee, 
=1 


iml i 
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绸 由 


立即 推出 


(4) 


(5) 


= > ie, = Sate. 
fm 


if=l 


ChCe,.e;) ra? == (A, ke) si) 


CY kense) 


m 
= > hee, 
Ree] 


= hi; 


hese = x je 
由 (3) 得 到 ™ 
k= 5 a © wi G klese,) 
22 Q ov @ Y ke) 


aom{] 


ate it 

= X Dd me @ wo Qe. 
o=m+li,j=l 
而 十 二 m 


` DOENDO 


a=m+] j=1 


| 


m+ i 


y DJO a GI) En 


=m] j=1 


Y lel Xy} = V lea = CF xea) l 


= ((VYe)(X))4 


| 2, oF Q es€X)} ~ 
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m+k 


| >) of Bee] CO), V +e, 


‘f=m+1 


m be 


= > oh CO ep. 


f=m+) 
没 LD) 的 结构 方程 为 
dat = de A af, oF + of = 0, 
曲率 方程 为 


Di = doi — dio A af 
c=) 


= y 5 K aep A a, 
K aeo 一 一 K asee 
其 中 ot A £2 4p Bi Cit.) 的 Levi-Civita 联络 和 Riemann 曲率 张 
H. 
限制 Gp A ER, 二 CM,g) RE ACH, 
9) 上 的 Levi-Civita 联络 1 形式 , of 的 结构 方程 为 (注意 Por = 0 
或 oly 二 0, 或 甚至 简 记 为 二 0, 但 必须 记 住 这 是 限制 在 好 
ED 
daf = Sia! A ah, af + of = 0. 
相应 于 法 联络 ,有 
0 = do = Sie A a, w, + o = 0. 
限制 Mo) 的 曲率 方程 
i= doi — Slot A a— S) af A oi 


mtk 


=2— Da A ol, (1) 


可 一 四 十 二 
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mit 


© = det — SYat A of — Sd} of A of =— & (2) 


k=] a=m+ i 
mw] F 由 
= dof — DS) or A of — diat A of 
=m 一 上 
一 gle 一 SIA oof (3> 


k- 


到 (M.I*g) 二 (M9) ,得 到 CM,g) 的 Levi-Civita 联络 V 的 曲率 张 
E 信和 法 联络 乡 分别 为 


由 十 下 


a= B+ DS) of Aw (4) 
-mil 
和 
Qi = D+ D o A af. (5) 


k=] 


FEO), (DAG 47 BURR A OC? 正则 子 流 形 CM, g) 的 Gauss, Co 
dazzi # Ricci 方程 . 

注 2 空间 形式 5 例如 :Euclid 215]. Re aD A Ce 正 
则 子 流 形 MM 的 第 1 和 第 2 莽 本 形式 以 及 法 联络 (满足 Gauss, Co 
dazzi 和 Ricci 方程) 在 相差 一 个 空间 形式 的 等 距 映 射 下 , 它 完全 确 
定 了 了 对 .参阅 上 PT]，chapter 2. 

如 果 外 围 空间 Cg) = CT, (> 为 常 截 曲 率 c 的 亦 维 CRie- 
mann 流 形 ,根据 下 面 的 定理 6.7 ,有 


OF 一 ea A or. 
因此 , 子 流 形 M 的 Gauss,Codazzi 和 Ricci FFC), G., (2 RA 
4 mek 
cw A a= doi— Slat A wi X of A o 
上 一 上 a=a+] 
mték 
= 同一 > ay A Gry 
a= mit 
D= ca’ A at 
m mE 
= dor — diot A of — SD of A of, 
k= 1 fomt] 
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0= co? A of 
ak m 
=d — >) ot A of — dat A of 
k=1 


yormd ] 
= QH — Slat A of 
而 (4) 和 和 (5) 成 为 
多 十 + 
R= co Nat >) of A af 


和 
seh Sl oh A wt. 

定理 ? i OM.) A om BE Co Riemann 流 形 , 它 的 Riemann & 
曲率 内 与 于 上 的 点 有 关 ，, 与 该 点 的 切 空 间 中 的 24 RAK, BP 
截 曲 率 c) 为 ?EM 的 函数 全 对 任何 局 部 C” 规范 正 交 基 {e} 及 
FORT (RE io) 有 

Q co A a’. 
证 明 (=>) HO. 4 定理 4(F. Schur) 
KW ZZ, RT) = elp) KAW, ZAX, Y), 


故 
g= 7K po A o 
二 一 Be) > Kibibi tda A al 
一 一 +) ` (Biz a dad) oo A of 
一 一 Helo Awo A a] 
= epar A a 
C= p SANE Pa Eel 2 维 平面 x, 它 由 ese: 张 成 ,其 
中 | Èl li = li Ëz l = ], <e e} = Ù. 将 {el ,e2} 扩张 为 局 部 C0“ 规范 
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TE 46 leer n s@n} s lilt] 
Kt A a 


l l 
= — vy Kua A a 一 Kya A ay 


一 一 1 Kn A ut = ke 
2 1 


= car A at, 
HHEH 
A ler A e0) = Kiziz = elp). 

这 就 证 明了 截 曲 率 ec(p) 只 与 点 7E€ MARMA p RASH 
的 2 维 平面 元 关 . 

定理 8(F. Schur) i {村 ,yg) = (M,¢,>) 六 连通 的 Riemann 
流 形 , dimM = m 之 3, 如 时 切 空间 中 平面 X 入 了 在 p € MAR 
RAUKE F A p A X A YARAR, BIR A Y) 二 clp), 则 CM， 
9) Ay ee R E AY JE- 

证 明 ( 活 动 标 粱 法) ”由 定理 ? 和 定理 4 得 到 


Y= ce A a, 
dai = Dat A oi — Stat A a. 
两 边 取 外 微分 ,并 应 用 do = Do A 二, 立即 推出 


(de) Aw Aa+e> a Au A a—eD loi A ot A at 
t= 1 k=1 
一 (de Aw A œ t cdo A w — cw A dir 


= 49) = Slot A Q— Sat A a 
tml t=] 

=o iat Ao A at— cS tof A of A al 

上 一 上 


t= 1 
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一 一 ow Ao A a + Sot A ad A a. 
t=] 


即 
(da Aw Aw =O, Yoj = ] ym, 


设 de = Slow, By mS ATRIL ick BE 
有 
aw Aa A w toee =de Aa Aa = 0, 
a. = Ü, de = 0, 
cA M ba TH Heo. 再 由 M ua e A M ERI AER 


第 1 章 习 题 


1. 设 MOC™ SRB AB My, [a,b] > MAM PA Ce HR, 
EE M 中 的 测 地 线 ( 因 而 也 是 站 中 的 测 地 线 ), 则 对 所 有 的 2 维 平 
E P Z ToM O E P), RO) 和 CP) ORY MOA OA 中 的 Rie- 
_ mann HE, A 

RCP) & ËP). 
fF AHH WOR M ee 2 维 曲 面 , 则 
RCP yy MO RCP ay M). 
此 外 ,在 该 情形 中 .对 所 有 上 FAREL STM 关于 M By yl F 
行 . 

2. WATE ~ CY 线性 联络 的 流 形 M 中 ,存在 一 个 局 部 坐标 
Al) WBE MKS ASM, 为 0, 则 称 此 流 形 基 局 部 平坦 的 或 局 
部 伪 射 的 . 证 明 :JH 局 部 平坦 S 指 张 最 7 = 0 和 曲率 张 量 R= 0. 

“充分 性 参阅 [1Go] ,p49,，E. Local fiatnes, 利 [LCher ji). 

3. C7 Riemann 流 形 (4g) ER PHHH SR = SN pe 
M ,存在 7 的 局 部 坐标 系 {z} ,使 得 {2} 为 规范 正 交 基 . 

4.1 9 Am 46 C™ 流 形 彤 二 的 对 称 非 退化 的 (0,27 型 Sk et 


场 , 则 y 称 为 M 上 的 伪 Riemann 度量 张 量 . 这 样 的 流 形 M KA 
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Riemann 流 形 . (ic fe OM sg). 证明: 在 虹 上 存在 唯一 的 Riemann 联 
络 Y ,也 就 是 Y 为 无 挠 的 度量 联络 , 即 对 任意 筷 了 ,ZE COM), 


TCX ,Y)= VY — VX — [X.Y] 
=0 
Vig Z) = gV YZ) + 9%, Va). 
5. CITE dist sameb Hm + 1m 之 1) 个 实数 ,它们 满足 不 等 
T 


(Siar (a — 1) Sia +b RÄ D>). 
i=l] =] 
到 对 Vix j ,有 


h 
24a; = —— (或 者 >). 
iL 1 


(2) (Chen-Okumura,1973)1% (M,g) 4 Riemann AALS c 的 
BL COM yg) W m HEC? 正则 子 流 形 ， 如 果 开 的 数量 曲率 。 满 足 :对 
SEP METER POM ,有 

sz {m — 2) |i a ||? + (m — Dim —- De 
+ 20m 一 Dk (或 者 >), 
WE p, M BY Riemann RAE > eC ak > k). 
《参阅 [Chen ],,p55—57, Lemma 4.1, Theorem 4. 1) 
6. 在 下 中 应 用 球面 坐标 人 ,分 证 明 双 曲 度量 


a 
g 一 A S jdr GA dr. 
[1 we Soe] a 


在 ?一 {0} 中 可 表示 为 


rid Q dr + 7d Q a9 + ricosadp ® dp), 
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l— 7g 
Xs = Ip 38’ 
_la-Fra 
As = Qrcos® dep’ 
为 规范 正 交 基 以 及 
2 
CX; X] 一 一 l ET x, 
— z 
| Xa, X] = — l ap 80X, 
g 
[an] — x 
再 应 用 1.3 定理 1 和 1. 4 的 定理 3(4), 分 别 得 到 
ROX Xis Kes XO = — (dedi; — eie) 


All B° Hj Riemann $< fH 4 --- 1. 

7. 证 明 1. 4 定理 1'(2}) 中 证 明 2 的 最 后 一 个 等 式 . 

8. 在 1.6 定理 6 中 ,; 设 {ertsen} Ang) = (MID) 的 局 
部 0" 规范 正 交 基 向 量 场 , {el ,yenyentts sad CM 9) 的 局 部 
C 规范 正 交 基 向 量 场 . 由 

kX Y= > ChCX,F),e') 


= > CX, Y)e 
证 明 
(h(X,Y) pea} = (A, CX) Y), 
K(X,Y ,ZW) 


= K(X,Y,2,W) + >, [ec x, ZC W) 


av mt] 


一 R°CX,W) ke. Z) ] 


= K(X,Y,2,W) + $, [KA €X),29(4, W) 


a=m-+ J 
a (A, OO i> (A. CF) 2) |. 
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如 果 XY 为 平面 X AY 上 的 规范 正 交 基 ,出 
R(X AYI= ROX AY 十 $) WADEY) 


g=m+i 
一 R(X, Y(X, Y) ] 
=X A Y) + SD [KA X), X) A CYY,Y) 


a=m+] 


~ (A(X), F(A OD YY. 
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第 2 章 子 流 形 几 何 


子 流 形 几何 是 Riemann 几何 中 的 重要 部 分 ,这 一 童 详细 介绍 
了 全 测 地 , 极 小 ,全 脐 子 流 形 的 概念 及 其 重要 的 性 质 . 证 明了 空间 
形式 Rc) YC? RRS TOE M" RA ERO 中 是 全 测 地 
的 或 者 包含 在 R"t*(e) 的 一 个 m+ 1 维 全 测 地 子 空间 的 超 球 面 
cH, 

Ce FERA p M" R" ERDA Fat REE Ay = 0, ER p EÈ 
调和 的 . 因此 ,不 存在 紧 致 0”Riemann 流 形 M 使 得 pi M" — 民 
是 6” 航 小 等 忠 混 入 . Ce SERA p M” SO) CR" 是 极 小 的 
充 要 条 件 是 他 一 一生 # .这 是 一 类 既 简 单 又 重要 的 极 小 子 流 形 . 

第 二 类 重要 的 极 小 子 流 形 是 Kahler 流 形 的 复 子 流 形 的 类 . 我 
们 列举 了 大 量 Kahler 流 形 的 实例 ,并 证 明了 Wirtinger 不 等 式 .以 
RFR mt Kahler 流 形 4 的 实 系数 上 同调 群 CMR) Æ 0,E 
= D0, ,Im. 

S. T. Yau 证 明了 :如 果 平 均 曲率 向 量 场 OC V) H 
= 0) fem BA M" > sv 的 第 2 基本 形式 的 长 度 平方 


8 Em/(VR +3- p, 


则 M" BE Set 的 一 个 ce 全 测 地 子 流 形 S"'1, 接着 ,Simons 证 明 
T: 如 果 极 小 子 流 形 M" 处 处 满足 S S m/(2 一 DURA S = 


OC RD M" KAWHE RE SS= m/ 2 一 D. 较 后 ,S. S. Chern 等 确 
定 了 满足 8 三 mm/(2 — D 的 所 有 极 小 子 流 形 . 于 是 ,如 果 M 是 极 
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NWA S< mC 一 >), 则 At” 或 者 是 全 测 地 的 ,或 者 是 Clifford 环 
面 或 者 是 $ 中 的 Veronese 曲面 在 此 基础 上 ,我们 应 用 子 流 形 几何 
的 知识 ,方法 和 技巧 改进 了 上 述 的 Pinching 常数 


2.1 全 测 地 、 极 小 和 全 脐 子 流 形 


设 (Msg) AICM, 分 别 是 各 维和 和 十 站 维 C Riemann fff, 
Hs VV 分别 为 WNW" 和 M+ HEY Levi 一 Civita 联络 ,f: M” 一 
Mh om FERA. g = fo 对 于 已 给 C7 向 量 场 X,Y € 
CCTM) ,有 Gauss 公式 

T= (ayy + CVI! = Va + h(X,Y), 

其 中 TM xX TM — TM- 为 了 的 第 2 基本 形式 . IR et baseni 
ttt Enna E T.M Fy H Hi E E E., H xt (i EH aya, o TL, 
wnt, 而 Rl" em E T-M ,ei mt Ee 了 .HT FTE 


mk 
h 一 S) Ao! © of 0 eas 
a-mil 
FP Gog = G?) 
he, = (Alesse) vea) elyei) = > kien 


定义 1 WE a= Os et = Dij, S lpm mH lee, 
m 十 上, 则 称 了 在 点 x EM BSR; 如 果 了 在 每 个 点 x € ME 
全 测 地 的 , 则 称 了 为 全 测 地 漫 人 ,4f" 为 M+ 的 全 测 地 子 流 形 

显然 ,天 一 0cA(XT) = 0,Y X,Y E CM ORCX, XY 一 0， 
Y X ECTS X= VaX $ACK,X) = Vik XE CMS 
任何 睛 在 M" 中 的 测 地 线 必 为 好 "+ 中 的 测 地 线 . 

WI S = 和 (为 第 2 基本 形式 长 度 的 平方 ,容易 验证 ， 


它 不 依赖 于 规范 正 交 基 如 1 的 选取 ， Pa kk. k = 
05 = D, 
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我 们 称 
再 fr) 二 元 之 (Vee) = 1 he 


= 一 Shes 一 > (+ 5 Rider 
mi a J 三 1 
mit 


1 
一 y l race He. 一 一 5 (traced, Je. 
a m m g=m il " 


Se Com” Shey SER eee H = (45). 在 超 曲面 的 特殊 
情形 下 , H(z) 一 “trace Has ea) = LOS) a en 容易 证 明 (e) 
45 SUSE TE AREER FR. 
如 果 ic) = 0, 则 称 等 距 淄 入 了 在 x C M" 是 极 小 的 ;如 果 f 在 

每 个 点 zx CM" 是 极 小 的 ( 即 WG) = 站; 则 称 子 为 模 小 温和 人 ;而 
MC CM") BR Me" 的 极 小 子 流 形 , 显然 ， 

if Cz) = 6 

915s = 0, a= m+ lyr, mtk 


éstraceH, = 0, ammt+ i,m +k. 

如 果 VIH) = (HOG)! = SVIH) = 0X E€ 

C™CTM)), WR A" 具有 平行 平均 曲率 向 量 , 此 即 ee) 在 法 从 
TM! 中 (或 关于 法 联络 V) ) 是 平行 的 . 


| aa) |= JD raced = L/S) craves" 
1 
= my D M 


为 平均 曲率 向 量 AOO 的 长 度 , 称 之 为 平均 曲率 (注意 , 它 与 超 曲面 
He MA Dar 可 能 相差 一 个 符号 ). 因此 ,ar 为 极 小 子 流 形 
(Hi) = We | WG) || = 0. 
引 理 1 (1) HG) = 06 || AG) | = OS VLA) = 6, 即 
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极 小 子 流 形 必 具 有 平行 平均 曲率 向 量 . 
(2) 设 M" 是 连通 的 ,H(z) = 0> | H(z) || = 常 值 ， 
证 GY XE Cr) ， 
ViH@) = (YH aH = (701 = 0 = 0, 
ie VLG) = 二 0. 
(2) Y XE CTH), 
X || H |= FAH NG) = 2N kH a), H(2)) 
= UV UG). Ha) = 200,4G@)) = 0. 
KAIHO |? = 0, 上 (x) | 为 局 部 常 值 , 再 由 M 连通 知 
|| F(z) || = 常 值 . 
定义 2 设 <* 为 2 法 向 量 场 , 如 果 
CACX,Y), E) 一 
其 中 ACER HELP D 为 M BY ch 函数 , 则 称 M 关于 是 脐 点 的 . 
注 1 BRB AX). = X,Y) 在 点 x 的 值 只 与 
Xa), YC) EG) 有关. 此 时 称 z 为 关于 s(x) 的 脐 点 . 
如 果 关 于 和 任何 局 部 co 法 向 量 场 是 脐 点 的 (下 面 引 理 2 指出 ， 
它 等 价 于 关于 任何 0” 法 向 而 场 是 脐 点 的 ), 则 称 M* 是 全 脐 ( 点 ? 子 
流 形 . 
如 果 M" 关于 平均 曲率 向 量 场 H(z) 是 脐 点 的 , 即 
CACK, Y), HCE) ) = MOXY), X,Y € TM, 
则 称 M" E ORR CR HB. 
如 果 LACO || = atx), XE CCTM), || X || = 1, 0 BR M" 
fe A a8 Ta] BY C fy BR AR Ta AY > 
引 理 2 ”如果 MRC 法 向 莉 场 = Ea 是 脐 点 的 , 则 
Ate) = (A(2),€&). 
特别 地 ， 当 mw" eR RS. AG) = (Ha), H) = 
|| A(x) ||? 
证 明 由 (AC X,Y) ,E) = AG) CX, Y) 得 到 
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= (LS klene, 
CHC) 6) = (= DS alere) ag) 


1=1 


1s 
=- 2u Aerei) 96) 


1 . 
一 — >A) ese,) = alg). 


:二 1] 


引 理 3 (1) "是 全 脐 的 

2(2) MRE Co 法 回 量 场 是 脐 点 的 

3(3B) AX, FD = Ha) (X,Y), KY € CCTM) 

ES(4 AL = Gt, j = levee ma = mt l,m t ky em A 
为 I(x) RF eo 的 分 量 . 

kuyw) = Aer), Hata OM" 上 上 的 局 部 上 AA m 
场 . 

(6) f(x) = 0, 其 中 jx) = max ， || Cu.) — Aceso) || 20 


TuM = {u € FM] |u| = 1}. 
证 明 04) 一 52) E C™ 法 向 量 场 必 是 局 部 C” 法 向 量 场 . 
(0) 二 (2) 对 任何 局 部 C” 法 向 量 场 及 其 定义 域 中 的 点 to, 
取 OC™ RARI mm, 使 得 在 mm 的 某 开 邻 域 忆 中 oo 一 1mlw rv 二 0， 
OPIS DEU TE p: 自然 扩张 为 M 上 的 一 个 cr 向 量 场 , 且 
pel) = £ A AST 2, BME] X.Y € CTM) 有 
CACK SY) Ee) = (ACK) ph 
= (ACX Fp) |, = (Cr), pf) et X,Y) 
= (H), E| X,Y). 
EELA, ACX, Y) E) = CHCr) 2)¢X,¥) Bl M 关于 上 是 脐 点 的 ,从 
而 4" 是 全 脐 点 的 . 
(MDE 对 任何 局 部 5 法 向 量 场 £ ,有 
(ACX, Y) E) = (ACL) OXY) 2) 
= (Hr) ,上 (在 了》 一 Alr) X,Y). 
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因此，af" 关于 局 部 Ce RE i EBA BI Me 是 全 联 点 的 . 
(D=) WFA C” y Eth e XY E CCM) ,根据 


引 理 2, 
(ACX, Y) sea) = (Hr) ,es XY), 


因此 
RCX.Y) = > ACK,Y) 2.) 0. 


= ` CHCE) ea) (Ye 
= (X) H(z) ,ee) (X,Y) 


一 Hir) X,Y» 
(MDS) BAR. 
(3) 二 (5) 对 M 上 的 局 部 0” 单位 切 向 量 场 4， 
hlu, = 五 人 有》 = AC). 
3) 二 (5) 对 任意 的 X,Y E CCM) ,有 


X x 
È : 2 -一 2, ， 


0, xX=0 


A(X, X) = | 


= Hwi. 
AIE, ACX, Y) = Tiaa + Y, X + Y) 一 ACX, X) — kO ,Y)] = 
Txtr XH IYD = HY). 
(5)<=(6) f(z) = ax | (un) — kCvyn) || 2 = 0 
Sku) = 常 值 (只 与 有关》 
于 是 ,对 任何 M" 上 的 局 部 C BADER u, 


Cu su) =E Y pe = Hix). 


j=l 


(5)=> (6) 显然 . 
引 理 4 (1) 全 测 地 子 流 形 旬 全 脐 和 极 小 子 流 形 ， 
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(2) 全 脐 子 流 形 必 为 总 迷 疝 和 协 薪 子 流 形 . 
证 明 (1) k = 06683 = 0,2,5 = Lett rn, . 
a= mp lym tk 


Hz) = Dj trace * Ba 一 2 o 2 He. = Ü 
© CE | ace = A Ury = 0) 


LX, Y) = HDX, Y?, Y X,Y E CTM) 
SM" 是 全 脐 和 极 小 子 流 形 . 

C2) A "全 脐 , 故 对 任何 0" 法 了 问 量 场 #, 特 别 对 上 一 (x) 是 
脐 点 , 即 对 任何 X,Y E CHCM), 

(ACK), HEE) = (Ha), H(£)) (X,Y) 
= |} W(x) || X,Y}. 
BM" E AF ae. 

由 

| &kCX,X) || | Hx) |X, X) 
| lac ll?, Y XE CTM), || Xi =l, 
SEA) M" de AG) = | Ce) ||? E AY. 

引 理 5 设 die HARR cp AE, MC Oe 为 (1m 2) 
连通 全 脐 点 子 流 形 , W VIE 一 0( 从 引 理 1623 4M, | ae) | = 
HED Fl A+ = 0. 

证 1 WẸ | od) | = 0, Mj FD HOM VLG) = 0. 

如 果 Wl Ata) | AOE an CMA (a) 天 0, 存 在 加 的 开 邻 
邻 域 P ,使 得 He) A 0,z E Un HERR en = HCe)/ | AG) ||. 
则 


| 


I 


1 Wi, e=m+]1, 
Ü, >m l. 
于 是 , MBSR TRE Om = i6;,1,3 —1, miaamtly, 
m+ k. 
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. | flo, a—=m+1, 
— ot = 
as 之 0, a> m+ 1. 


所 以 
d|| Hi) A w+ HO OA 
=A] AW] A w+ || A(z) || do = dC |] AG) || aw 
= dat! = Bett + Stat A agt! 


Det A oftt = $7 | HG) lla A oF 


| Cx) | ie A a, 


(因为 M" Ble HIE , 肯 Kw = (Bleee) = (cl te,,eye, 
一 (e,e)e),e.. = Ot & = 0) 
d || H(z) || Ao =0, t= 1,0 ym, 
由 于 mS 2,6 SirF dl acs) || = 0, 即 
IEW || = ARCA M" 连通). 
WR amt 1,0 oF =0.o>m+1F 


= Hra A oii, t= l,m, 
AM A(z) Æ 0 得 到 
m+ 1 


Gg = — aapi = 0 


RB 
VIH) = V-CE | ead = [F | HC) | ena} 
(a |] HG) Hl deer NHC) |] Y -enr 


mieé 


| Htx) || >) ote = 0, 


s=m+t! 
其 中 oht] = CF emtis€met) 一 +y Cnt is Enti? = 7O = DOEA 


从 有 "连通 ,H(zo) 关 0 和 HCx) || = AEE HO 处 处 不 为 0). 
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记 RIX, Wes Vivie— VEV E Vat ERA Vt 
的 曲率 张 量 ,应 用 习题 3, 有 
O= [eY EX — iX, HYY] = (BUX, YGE) 
= RL(X,Y)E -++ ACA,CX) Y) 一 CX, AAYY) 
= RLCX,Y)E + (A(X) OOH — (X, A4 (YÐH 
= RLOX,Y)E + ACK YD EH — (hY, X), 6H 
= R(X, E, Y XY E TM,y EC TML. 
因此 , Rt 一 0. 
证 2 从 第 1 章 1.6 定理 1(3)， 
R(X,Y)Z 
= K(X, YZ + RX, V rZ) — ACY, Vad) 


一 KEX, Y]; Z) + Veh 2) 一 Vr RX,2)) 
= K(X, YZ + AG) X,VrZ) 一 HONY , Y x2) 

一 HCO) [X,Y]; 2) + VHON NY, ZD — VrH) ,Z)) 
= K(X, Z +H HOA, VD) — Y, VD — X,Y], Z) 


+ X<¥,Z) 一 YX, 2) + (F HG) YD) — (HONKA, 2) 
= K(X, Y)Z + AG) {— VX, ZD) + (0 e¥.2) — (XY, Z) 

+ (TH YZ) — (HNX, Z) 
= K(X, Z + CFA) FD) — (FH XZ) 
以 及 RCX, YZ = e{(Z,Y)X — 62, X)Y} 得 到 

0 = CACX,Y)Z)4 = (V FHOONY, Z) — CV HGX, Z). 
FH RX LZY=Z2, |X| =F] = bz =1,§ VHH) 
一 0, 由 此 推出 VEH) = 0. 

引 理 6 WAKE EC TM! HERAT, Ws Cr 为 关于 
SHAS EA rH 
A, = pldr y, HP p = (H2), E). 
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证 明 CH) A, = Pld w ; 则 由 
Vat = Viet Vie H=— AMX) + VE 


得 到 
(hCX,¥3,€> = (Va¥ + ACX.Y) > 


= (Wu, — XY) = OY, — Vib) 
= (¥, — VIE = (¥,A(X)) = (FY, pldr w(K)? 
= p(X,FY>, 
由 引 理 2 知 , p= (He), E). 
(一 ?如果 所 "为 关于 # 的 脐 点 ; 则 
(A(X) Y) = (ACX, Y), E) 
= (H(X, Y) E) = (H(t), E) X,Y). 
所 以 《C44 一 《H(z) ,EIdr wn) CX) Y) = 0, FER PY = C4, — 
(Hx) Idr u) CX) ,立即 得 到 
(A, — (H Ca) Idr CX) = 0. 
FR X AEE 
A, = (H(2),€)]drw. 
定理 1 常 截 曲 率 的 Cr Riemann RIE 型 "+ 的 连通 全 脐 子 流 
形 Mim => 2) 也 是 常 截 曲 率 c 十 | LA!) 有 ?的 (其 中 | Ae) | 为 
常 值 )， 
证 明 ”因为 M" Oe 的 全 脐 子 流 形 , 故 
ACX,Y) = H(2)(X,¥). 
再 由 Mi oe Be BK 。 的 C™ Riemann 流 形 得 到 
K(X,Y¥,2,W) 
= c{(X,Z)(¥ ,W) — (X,W)<(¥,Z)} 
+ {hCX,Z) kW) — (ACX, W), ACY, Z)) 
= (e 十 || E | D(C X20, W) — <X,W)(¥,Z)}. 
由 引 理 1R 5, IHD ||? Oe 1 8, M 为 党 
REHE c+ || Hi |? AT m E C Riemann 流 形 ， 
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注 2 对 nw 沁 2, 也 可 不 应 用 引 理 1 和 和 5 以 及 第 ] 章 1.4 定 理 
3, 而 直接 应 用 第 1 章 1. 4 定理 4 推 得 定理 1 中 的 M" A Re e 
+ AGD ||? Wy m 4E C” Riemann 流 形 . 

定理 2 标准 空间 形式 R"e) AC 连通 全 脐 子 流 形 M" 或 
A ERO 中 蚌 全 测 地 的 或 者 包含 在 R***(c) Tm + lee 
测 地 子 空间 的 起 球 面 中 ， 

WESH 从 引 理 5 或 定理 1, 可 以 看 到 ,如 果 M 是 常 截 曲 率 
的 空间 形式 Rec) 中 的 Co 全 膀子 流 形 , 则 || Ge) || = 常 值 . 

@ ll ACs) || 一 0 根据 引 理 4(1), 推 得 4" 在 R*+*(c) 中 是 全 
测 地 的 ， 

若 上 Cx) 关 0, 可 选择 个 规范 正 交 的 局 部 C0" 法 向 量 场 
ela = m+ l;e m + k), 使 得 

HD = || Hi || eap 
因为 M" 在 R"t'(c) 中 是 全 脐 点 的 ,出 
(A, (X,Y) = A(X, Y) pes) = (H(z) ,eo) (X,Y) 
= < || HCx) || emise X,Y) = 0, 
A, = 0, a= m+ 2, m + hb 

从 引 理 5 可知, 对 4* 中 的 任何 0” Be BR XA VEG) = 
0 和 Venti = 0, BD HCE) 和 es 在 法 从 TM: 中 是 平行 的 . 因此 ， 
可 以 看 到 由 em+s，*… sentt 张 成 的 法 空间 在 空间 形式 R""*(e) 的 联络 
Y 的 平移 下 是 不 变 的 , 那 就 是 ,对 4" 中 的 任何 0" 切 向 量 场 XG 
者 自 证 Vise. 一 > CF xess er) es), 


sm 二 2 
seo 


Y alenat Acre A Bapa) 
m+ m 
= y m+? A vee A V Ga A see A Emt 
a=m+2 
` m+? A “ne A > OF reus prey A “se A Ëm+t 
a=m+2 


flem+2 
fra 
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m+ E 


= » > Onto Ao A esi A es Att A Cmr 
a=m t item + 2 
fta 
== Q, 
现在 分 别 考 虑 < 一 Onc 0 及 6c 二 0 三 种 情形 . 
情形 1 c= URAD 一 Re+ 有 整体 平行 性 和 所 有 的 切 空 
APRA RBS. HE Vile A A en = ORURE 
em-zyyeni 张 成 的 法 空间 与 点 2 E "的 选取 无 关 . 因此 ,由 切 空 
间 TM 和 平均 曲率 向 量 太 (yp) 张 成 的 R"+ 的 线性 子 空间 是 R" 全 中 
的 固定 的 m 十 1 维 线性 子 空间 , 记 作 R*'. 由 此 并 利用 连 道 0” 流 
形 4" 中 单 参 数 曲 线 的 积分 可 证 得 4" 必 含 于 R"t': 的 w 十 1 维 仿 射 
子 空间 中 . 
另 一 方面 , 设 
了 = (rl rm 
是 RH 的 位 置 向 量 , 其 中 宇和 z 扩 是 标准 直角 尝 标 . Se 中 
的 Ce 切 向 草场 了 有 


em | 1 er Ent! 

Vr + THT V+ Vr Ty 
eek 了 

= Vit HG ee t Vir | ne | 


= a lie Y0 
一 一 工 一 10. 
这 就 证 明了 ,限制 到 "ce 向 量 场 
z -+ TH@) = ti 
A R+: 中 的 常 向 量 . 因此 ,at" 包含 在 RO 中 的 中 心 在 a, 半径 为 
EC || 的 超 球 面 StI / WAG) ||) 中 .综合 上 述 ,M" 必须 
EEE R 的 mw 十 1 维 全 测 地 仿 射 子 空 间 前 超 球面 中 . 
情形 2 ”为 简单 起 见 ,从 考虑 < 一 或 情形 3,c 一 一 1). 将 
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R” CI) CER" *C— 1)) 视 作 第 1 章 1.4 例 3( 或 例 4) ir h a 
宇 闻 形式 (或 双 曲 空间 形式 )。 取 R? h RH] RH 1)) 
关于 中 心 在 (0,…,0,1){ 或 (0,…,0, 一 1)) 的 位 置 向 量 X. 则 7 二 
X Æ R™ +1) (E6 RH (— 1)) 在 及 r+trl 中 关于 Riemann 度量 g* = 
Cur 后 ( 或 俯 Riemann 度量 g* = (dr) 
Ho de)? — Cae 9475? 的 单位 法 向 量 场 . 容易 验证 ,对 
REI GR R 1)) 中 任何 Ce RW, Vig 一 本 ,其 中 
V * Æ Rieman 度量 9* 诱导 的 Riemann KA, EIB A Euclid 联 
2. Wb SFR (eye = 1 中 的 Co WRU A 
eV = VV 十 sgne + g* (VEV, 


= Yur — sgne » g* (F, FEA 


= FV — sgne + g* (U,V 9, 
特别 地 ,对 M" 上 的 Ce 切 向 量 场 下 有 gyg*(X,es) 二 0 和 
V ites V rea ~ sgne " g* (X,e,)9 | 
= View a=mt leem + k 


因此 ,对 M" E RHH 中 关于 g* 的 0" aR E= 2+ Ag 
Š 为 ME RCo) 中 的 cr 法 向 量 场 ), 有 


atk m+ tk 
V= VIC D) Aes = >) Kade + SAV fe, 
aam+ | amm+l a=m+] 
m+é 二 -上 


= >) (ade + D) AV, = YE, 


aint wim 
Vigé= VAE- ay) = vie + AV Eg + (XA 
= Vad + AX + (XA), 

— AF CX) = (TEE = (7 O" + aX =— ACK) + ax, 

AX (X) = A(X) — AX = eX. 
根据 引 理 6, M" ty ROO 中 的 全 脐 子 流 形 . 下 设 "不 是 全 测 地 
的 . 
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选择 Rce) 上 的 规范 正 交 基 {ey att Ons Émy **! Om bet {Hi (21 + 


*** En) 5 M" ABT), H ea+: = Thep t Hx) 为 M” TE Rt Ce) 


中 的 平均 曲率 向 量 , 从 
Falen Av À eat) = 0, XE CCTM) 
和 
Vier = VY reas a=om+til,--sm+k 
立即 有 
Vi lenp A t A Ema) = 0. 
从 而 emts Ate A Empa Fy ROTI RAY k 1 BEARER PEF 2 TB], AF 
EEZ G 度量 下 ) BEF e A … A ea A AG) A x tht 
Re 中 的 台 十 2 维 不 变 线性 子 空间 ( 当 c 一 一 1 时 ,为 得 出 上 述 结 
We RIH ent A A e+ 中 的 向 量 的 最 后 一 个 分 量 反 符号 ,得 到 
男 一 不 变 线 性 子 空间 , 它 在 Euclid 意 义 下 与 e1 A Aen A HG) A 
TEX), M" 就 含 在 此 线性 子 空间 中 . 记 
Ei =e, A Aen A HCO) A I, e= Onan Ate A errs 
于 是 ， 
R+ 一 Bt, 
BP E ES 54 中 向 量 的 最 后 一 个 分 量 乘 以 。 而 得 到 . S 
@ Rt! me RH+ 
Cust) — {wis 一 Dz), 21 & Eist € Es, 
则 pÆ ROO! Bee ok Se Pe a te Be BL EL) ARS 
出 ,9 限制 到 RCo) 上 也 是 等 距 变 换 , 根据 下 面 的 定理 3,q 在 
R O ER AROSE Rc) YR (ce) 的 全 测 地 子 流 形 . 从 
而 MSE E R fm + 1 维 全 测 地 子 流 形 中 . 此外， 
从 


Vi@t THe] P? 


„ mti ) 
HGY | “THG@ | j 
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| TG YI 
得 到 z + Tae i C | 为 当 向 量 , 即 4* 含 于 一 超 球面 中 . 
定理 3 一 个 C0” 等 四 变换 g; 开 一 MRAM = {y © 
Mle) = y) 是 一 个 0* 全 测 地 子 流 形 ( 不 一 定 连 通 ). 
证 明 设 z:EMM, 令 
BOO) = {fv E FM | || v || <6}, B= {y © M|p(z,y) < 6}, 
EH p AM EBY Riemann 度量 诱导 的 距离 函数 .根据 第 3 章 3.1 
引 理 33), 可 以 假设 5 足够 小 ,以 致使 得 
exp: BCG) — Ry 
为 6” 微分 同 胚 . 显然 
F = [v E TM |dple) = r} 
为 TM 中 的 一 个 子 向 量 空间 . 可 以 断言 : 
M (| Bs = exp, 门 BCS)). 
因为 exp.( N BOD Æ M 9 C™ 正则 子 流 形 , 故 好 的 每 个 连 
通 分 支 也 为 MA 0™ EMI SRE GER M 的 每 个 连通 分 支 的 维 数 
不 必 相 同 !1). 
因 Ay Sp BE Os Hh os FE A RE AOE y ew 
-REIK BEAR aR FE (ha AS ARES 8 ES. 1 
CBG 3.3 定理 3), 0™ 等 距 变 换 必 将 测 地 线 变 为 测 地 线 . 设 
v: Cab) > M = {y E M| pty) = y) 
为 M fy ail th Be. EE s E (ab) TE COW M RS SR HH E = 9650) 
的 测 地 线 . 因为 dgp(é(s0)) = del p(s) = p(s) = Else) ,所 以 < 和 
eo 同时 为 M 的 测 地 线 , 且 有 相同 的 初始 条 件 
(so) = dp (é(si)) = pS) Cs0) (= pls). 
由 唯一 性 ,wo = 6. SEC ty E Milo) = y) = M. BRM p 
的 测 地 线 必 为 Ae CB HER, M TTE oo BHITE = p BF oo © Ca, 
D 是 任 取 的 , 故 在 ta,8) EEA 6 = y HE yhy AM 
线 , 这 就 证 明了 M y M ha ee 全 测 地 子 流 形 . 
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最 后 来 证 明 M A} Bs = exp iF N BCd)). 

yO MA] Bso € B(S), EE expe = y, Hik y:[0,1]— M H 
唯一 的 最 短 测 地 线 y = exp (te), EEIE 2 和 y( 参 阅 第 3 章 3.1i 
定理 D. AA ry CM poe 等 中 变换 ,所 以 ,p(y) 也 是 - :条 
连接 g(x) = 2 Al p(y) 一 # 的 最 短 测 地 线 。 由 唯一 性 知道 四 (07 = y. 
特别 地 ,deky(0)) = 0) Ef dp) = r, Five FRASE 
= expe 和 expC f] E683). 这 就 证 明了 M N B C exp. fy 
B(d)). RZ 1 y = expe © F A BCO), y [0,1] ~ MAMMA, 
y(t) = exp. (tv). AA dot) = 0, RA dp(y(0)) 二 py(0). 由 前 而 类 
似 的 理由 知 oly) = y, BPA oC) = poa = vy) = y, Bly 
E M N Be XREN T exp F N B) CM A Bs 

大 家 知道 ,全 测 地 子 流 形 的 例子 是 十 分 稀少 的 . 但 是 ,定理 3 
指出 , 当 C™ Riemann 流 形 具有 一 个 非 平凡 的 等 距 变 换 时 ,此 等 距 
变换 的 不 动 点 集 提供 了 全 测 地 子 流 形 的 例子 . 

定理 2 指出 , 空间 形式 可 f(e) 中 的 0" 全 脐 子 流 形 的 分 类 可 
简化 为 RCo) 中 的 全 脐 超 曲面 的 分 类 . 对 于 Euclid 空间 R"''(0) 
= RO 的 情形 ,下 面 的 定理 ,我 们 直接 加 以 证 明 . 

定理 4 {fiM 一 R"'! 为 从 0” 连通 Riemann 流 形 "到 
RH REER ERA, 则 fCM) 为 R*+! 中 的 仿 射 超 平面 的 开 子 
集 或 为 超 球 面 的 开 子 集 . 

证 明 因为 M" 是 全 脐 点 的 , 故 上 及 (zx) || 为 常 值 ,从 而 在 连通 
FRUC mM ETH Co 单位 法 向 量 场 £ ,使 得 


Ae = pldrrs 
其 中 
p= CH Cr), E) 
= Hir) = 
(H(2), THis = | H ||, | AG) || 40. 


为 常 值 . 对 于 5 上 的 cm 切 向 量 场 了 ,根据 Weingarten 公式 ,有 
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T, E= AY) + (92.86 
一 一 ACY) + EYEE = — ALY) =— pF, 


Hp Y 为 Rer 中 的 Riemann 联络 . 

mR p= 0,0 Vee = 06 HU EA RH. Re, CURR 

图 定 点 ;对 任意 z EW" 和 NM" 上 的 0" mee Y 有 
TFE) ~ fr) ,é) = Fa E = , = 0, 
PELL. (f(z) — Flao) E) = (ao) 一 (zo0) E) = 0D, 即 FED 包含 在 
通过 f(xo) 的 正 交 于 8 的 超 平面 4 中 . 由 于 UC M" 是 m 维 0" 流 形 ， 
显然 FO) 为 上 述 超 平面 x 中 的 开 子 集 . 
MRE UP p+ 0, MU PATER co 切 向 量 场 了 , 有 

F EHD =F Ste TE 

= F — pA =Y¥ — plpY = ¥ YID. 
于 是 ,存在 点 < E RU ,使 得 

Fa) + o'l) =e, 

换言之 ,fID 包含 在 以 c 为 中 心 积 a 为 半径 的 超 球面 So D 
中 . 

易 见 , 当 p= 二 0 时 ,集合 {z EE Ml f(t) E x) EM" PREF MH. 
根据 题 设 MM" 连通 ,立即 推出 {x E M™| f(x) E ow} = MB M" 为 超 
平面 x 中 的 开 集 , 类似 可 证 , 当 p 关 0 时 ,MM" 为 超 球 面 S?(p-!) 中 的 
FË. 

引 理 7 {g fiM" + R" JA mik C™ BB Riemann 流 形 M” 到 
m + & 4€ Euclid 空间 R" pp 2” RERA, METE zo E M" 和 
EE E ET ML EGRET EE ERER k RERA F 4: 是 
正定 的 . 

证 明 eM >Re) =F O [=FG@),s@) Il 
p Æ C 的 . AA Me RS WR r E M", tE p TE x 达到 最 大 值 . 由 
于 
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0= (Xe) (x) = XCF) (a) 


= (VV Sef) Cte) = (K, flx) ?s YXET M, 

故 flzxo) 上 和 好 .更 进一步 ,从 pa) 达到 最 大 值 可 推 得 

0 (XX) ro) = XX, f) (ao) 

= (FX, fl +X, V yf) (ao) 

(RCX, X), flr) + (X,X) 
(ACX XJ ,了 tzo)》 十 XI? 
CEP X oy Fy SES Co RRR). ee 二 一 了 (xo) ,就 
有 


i 


i 


Om XX), — €) + I Xie =]— (ACK), X) + YX ?, 
ChCX, XDE = (ACK) XY | XN VX E TM, 
BUSES € 53 2 基本 形式 或 4: 是 正定 的 ， 

定理 5 Euclid 空间 Re et Fe FEAR NR Co Riemann 子 流 
He. 

证 明 (Hi) Rit R"+ 中 存在 极 小 紧 致 C~Riemann 子 流 形 
M", Ui S| BE 7 FEA EMERE EE TM ,使 得 关于 “的 
第 2 基本 形式 上 或 4 是 正定 的 .选取 een ATM 的 规范 正 交 
W. 因为 M" 是 极 小 的 , 故 H(zo) = 0. 于 是 ， 


O= (0,6) = (H(z0) ,sy = (hee) 08) 


1l< 1< 
= m (Alere) 2) = m 2o (AC) 200 > 0, 


F IS. 
回想 C™Riemann 流 形 M” 的 Riceci 张 量 是 由 
Ric(X,¥) = trace(Z — RCZ,X)Y), Y X,Y € TM 
PEX EA BX © TM 方向 的 Ricci 曲率 是 


Ric(X) = 


Rie(xX,X)>. 
m— | 
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关于 它 , 有 下 面 的 定理 . 

定理 6 恨 设 再 rt 为 m 十 k 维 0" 常 截 曲 率 c 的 Riemann 流 形 ， 
f;M" 一 Mo Ea © 1 是 等 距 极 小 浸入 , 则 对 每 个 单位 向 量 式 所 
TM, 

Ric(X) Sc. 

HX VY X ETM SARL CREE f TE zo 是 全 测 地 的 . 

证 明 S Xi = X, Xe XE T M" 为 规范 正 交 基 . 由 Gauss 
方程 和 (zo) = OCF TE to © M ERDIRA) FB 


Ric(X) = —1--Rie(X,X) 
m — l 


i 


a — 1 


DS) ROX, X) X, X) 
j=1 


mL 


= —1_S)cacx,,X)X,X)) 
m— 1s 


一 — Ye + (aC X,,X,) RCX, X)) 
~~ | ACX, Xj) | *] 


1 
m— | 


— e+ CS aC X;.X5) ACK, XD) 
3=2 


1 mit 
一 = || (X, X9 ||? 
it? 


T 


— e + 


] aa 
(Cm hss) ACX HD) 


m — | 


LO ȘIR? 
=1 


m— |< 
J 


T 


m— 1 


= e + AX X)) — AY) | AC, XI 


1 m 
=e mi | eX XD Pe Se 


此 外 ,对 任何 单位 向 量 关 ET; M, ERI SAX. X,) = 
O,f= 1. mea(X.Y) = OV Y E T. MOh 二 0, 即 在 x 是 金 测 
地 的 . 

定理 7 WR fiM 一 Met! 在 ag © Me FL SERB AR NY. M 

(bce; 

(2) c = e Sf En LS MMH. 

证 明 (1) h Mep se REH C™ Riemann 流 形 和 是 
理 6， 


1 = | 
RI RX OX K) = ROO <6. 


(2) 由 定理 6 的 后 半 部 分 的 结论 ,有 
c= cf fix 是 全 测 地 的 . 

例 1 Æ RH p,e H mE 完备 连通 全 测 地 子 流 形 OFA 
ReH a m HE MS i 

C=) FE m AEDST PTR) BOTAN TE HP ee FF SE 2 k i] 
量 场 se en NERA Se Be rot >ya REH z E 
EAB. TR 中 的 任 两 C PERH X AY BAP RAR A 

X= dae, 7 一 >) p'ez 
于 是 ， 
TY +4(X,¥) = VY 


= FCP.) = 5 (Xf) e, © TE, 
这 就 证 明了 五 二 0, 为 R*** 中 的 m 维 C0” 全 测 地 子 流 形 ， 
(1 BA m BEC? 全 测 地 子 流 形 ,m E FASE oe. + ,en 
为 了 号 的 一 个 规范 正 交 基 ,y 为 过 点 和 关于 方向 e 一 ds He 的 测 地 
线 , 则 ?7 也 为 R" 和 中 的 测 地 线 , 即 直线 . 由 于 五 是 完备 连通 的 ,这 种 
测 地 线 怡 好 形成 了 EM itt E 为 R+: 中 过 xo 和 由 ryt lm 张 成 的 m 
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维 仿 射 空 间 ， 
设 Str) A RH R pI an PUL or AREER Ml enti) = 


E A S 上 的 Cr 单位 法 向 量 场 . 设 g = 1*9,8 分 别 为 S5,(7) 
H R 中 的 Riemann HFS, A 


CRUX) ent) = (Y Y et) =— (F, Y genti)» 
=— ly,x)—— Lx,y), 
T T 
h= L H(z) =— + 
一 p emtigs tf = pent 


得 到 sz Cr) 为 Re+: 中 的 mm 维 C" 全 膀子 流 形 . 根据 定理 1, 它 具有 党 
截 曲 率 0 十 PH@Ie=s. 


例 2 HEAR? PHAR Elm + 1 维 仿 射 子 空 
EPD ,ww 为 吾 的 单位 法 向 量 ,eosb AUR AB BAR = 全 + 门 
BCH S+! 二 8%+1(1)) ;enti 二 一 ctg9z 十 escgo 为 时 在 如 + 中 的 
Ce? 单位 法 向 量 场 ,其 中 = 为 位 置 向 量 .在 "+! 中 ,从 
(ACX, Y} remi) = CV gY sent) 


一 一 {¥,V eati) =— (Y, Y pC etgde + cscéry)) 


=— {¥, 一 ctgaV æ) 一 一 (了 了， 一 ctgOX) = ctga X,Y) 
ARE A = ctgdensig, H ÈI) = ctgdens CHB g EHA Rt? 中 通常 的 
Riemann 度量 g* = (dr Y 十 … + (dt Y 诱导 的 Riemann 度量 ). 
因此 , Ay S**) PA om AE Co SRE. 根据 定理 1, 好 为 常 截 曲 
SA 1+ || A(z) ||? = 1 + ete’? = cesce BY m $E C” Riemann 流 形 .加 
Ae ctg? = 0, lk = 0, AT M A Set) AY Ct BO 
Re? cot AY 区 十 上 维 线性 超 平面 )， 

例 3 vo 为 Lorentz FE R! 一 Re 中 的 非 零 向 量 ， 

M = {z © Rt) =— 1, (zy00) =a}, 
则 CRe+ 一 1) CRH, By eist Ensenat reat: = 2 YC” 局 部 
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FE p EE Ree en F Mien WTR (— 1) MEF M, 
并 且 
9 Cag) = BOr 5 ts l, 
其 中 = (drD p e 十 deti 一 《dz*+2)? RT 中 的 的 
Riemann 度量 (从 yg* 不 同 于 R" Fil af AY Riemann 度量 , 故 记 R"1? 
为 Rth). 
如 果 O AM ERE co 曲线 , 则 


0 一 i TEORION = de (0,2), 


d 
ĝ 一 FTAA EAA = igl CE) va) 


INR v 与 z PEA. Il 


Ëm+i 一 OT + Bry, 
H 
ACX, FG rm = CF x¥ penai) 
= — (Y, Y reni) =— (Y, Y rlar + Boo)) 
=— (Y,a 1) =— a(Y,X) =— al X,Y), 
i= 一 Em1, HC) = — @ @n+13 


Hp g AV aay R 1) 中 的 C” Riemann 度量 和 Riemann 联 
络 ,而 g = Tg 4M i Riemann 度量 .由 此 看 出 形 为 Re+ 一 1) 中 
H m BEC” 全 脐 子 流 形 . 


下 面 作 简单 的 计算 ， 
= CT, to? == (255 (ents ~~ az) > 
= _ Biter) = T’ 
{Vo voy = A {ems 一 az), he 1 一 az)) 
Ê Bp 
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- 1 — gf =z -|5 =F- 2 
gi} F ) E £ pp a. 
(i) 如 果 0 = (09 Bo? =~ P= sat = ap = 1, 


h = + Pm Hs ita) = + Ënd l 
根据 定理 1, 它 共有 常 截 曲率 — 1+ |H |= iH Hl N, 


Gi) WMR 1 = (aro = 也 一 a’, I P= see 一 p= 
a 
1 + a?’ 
h =t eng, HG) =H —— en. 
vie SAFa 
根据 定理 1, 它 具有 常 截 曲 率 一 1 十 | A@|t=-1+755 
1 
7 1+ a” 
Git) WH 一 1 = om) = F — a, Mi # = 5 i oe = a’ f° 
— Ë 
gk 1’ 
_ @ 一 é 
站 二 十 二 一 sont Hl) =x | to 
F 
再 根据 定理 1, 它 具有 常 截 曲 率 一 1 十 HG) ||?=-1+5% 5 
1 
Tai 


2.2 Euclid 空间 和 Euclid 球面 中 
的 极 小 子 流 形 


设 R" A m + k ESKE Euclid 空间 ,(z 和 …,z"79 为 通常 的 整体 
直角 坐标 系 ,# = (de!) + oe + (de®)? 为 其 Riemann E A. 
定理 1 P= (iset Yard) > RW C0” SBA, 
Ae) 为 平均 曲率 问 最 场 ,4 为 1 BY Laplace-Beltrami 算 子 , 则 
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Ate = mH, 
其 中 Ap = (Apis Apama) » 
证 明 Eeit en Ay M” HI fey AD TE SEE Mi ep = Cete 
CY mre) = 2 严格 地 = dyle = pa (ea) ee = Ve = l em È 


中 Y oy Euclid 空间 中 关于 5 的 Riemann 联络 .因此 
Ap= Dj keep — (Vedy) 


= > (Ve 一 Vette 


= =, e)l! = dite, e) 一 mil. 


从 定理 1， 立即 有 (参阅 [Ta]) 

定理 2(Takahashi,1966) {8 p: M" 一 R°* SPB A. M y 
是 极 小 的 全 4 = 0,8 p ERAR. 

证 明 由 定理 1, 是 极 小 的 , 即 HH = 0 二 mH = 0. 

定理 3 CER BCC Riemann HIG M" 上 ,不 存在 Cr 极 小 等 距 
PPA Y= (BM — RO 

BRCO «BE TE C™ AR) SEB A p: M" 一 Re 
HE 2,4y, = 0, 即 为 WM" 上 的 调和 函数 ,j 一 1,…,m 十 再 根据 第 
1 章 1.5 定 理 4 和 注 6, 在 WW" 的 每 个 连通 分 支 上 ,加 为 常 值 卫 数 ,从 
而 区 为 常 值 映 射 , 这 与 光 为 淄 入 相 了 矛盾. 

注 1 这 是 2. 1 定理 5 的 另 一 证 法 ， 

现在 来 讨论 Euclid 球面 中 的 极 小 浸入 子 流 形 , 设 WOR 
Ce 能 入 子 流 形 ,对 于 ?后 MMX ETR, X RR AET, A LAE 
XRY. 

H pM" — MOR AORA HAH 3580 MAF OMA 
R: 的 平均 曲率 向 量 场 , 则 
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1 Se Ly 
H= n oes OV ee) 
— 1 * Tpit 
= n oy Vie a) 
1 = iyi Ta 
—_ Vee | 
I 


= (H* yi = (Apa €1> 


I 


其 中 部 和 7* Spey M A R ER Riemann 联络 .对 + > 0,4 M 
= Sr) = {s E R| fall =r}, WA 
定理 4 i M" 3 m SE C™ Riemann BLE , y; M" — M = SO) T 


Rt! Cr GERA 则 # 是 极 小 的 ay = — Sy. 
证 明 由 561) 式 ,可 以 看 到 y ERDE S 
0O=H=(H*y = (Ly)? = Lap, 
即 4% 平 行 于 人 Cr) BK fe] E Sg = agp AP AA E CMY. 此 外 ， 
从 iol? = 7? AB 1 1. 5 5E 7, oR Ay = ag, WY 
0= FAG?) = FAC || el = GW + VEL? 


= p Ap + I Vell? = ar? + | Vell’, 
因此 


jot | Vell? =— | Vell? =— > epep) 


=— Sie =— Mi=— a, 
t=1 k | 


其 中 , e 为 M" 上 的 Cm 局 部 规范 正 交 基 . 这 就 证 明了 4y 一 一 Dy. 
进一步 ,我 们 有 下 曾 的 
定理 5 (Takahashi, 1966) Pe M" 4 m #E C” Riemann WIE, yp: 
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于 "一 Ri 为 C” 等 距 淄 入 使 得 
Ap = — Ad, 
其 中 4 去 0 ARR. Mtl 
(1) A> 0; 
(2) 0M") CSO) XH =, 
(3) BA pM" 一 Sr) 是 极 小 的 ， 
证 明 ”由 定理 RNS 
mii" = Ap = — ày, 
和 一 一 OH. 
因此 ,对 i 上 的 任何 0” Opel xX. 有 
Kipp = AXC), p 一 2 Ce, CX), PCH 2 下 的 ) = D, 
由 此 得 到 
Wp tor? CBr So), 
Bl CM") C Sr) Ao ARAB r > 0. 


由 于 为 0” 等 虐 浸 入 , 故 对 M 的 规范 正 交 基站 二 1, 


有 | ested || = el = 1, 从 而 


1 1 
o= Lacy = acyl 
= (p4p) + | Vell? = p, — ap + > gele ||? 


一 一 jz? 十 J i= atm, 


t=] 


AF Or = =, 
HEH 4 证 明 ,有 
eper rl _ gyn 
H 一 《 百 *1T = (Ap 一 G = 0, 


BD pM" 一 S*(r) 是 极 小 的 . 


例 $ M" R+: pjo” BD, Can?) 为 MM" 上 的 局 
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部 坐标 系 , 记 4" 关于 原点 的 位 置 向 量 为 z(t yan), 则 局 部 坐标 
基 向 量 场 为 二 = ay 和 Vag, L S iij = leem AP V X 
R+! 中 的 Riemann 联络 . a. esi = Lye em M ER BB Cm 规 
HEH e 一 Sea il 


it 2 a 
J= lee? = Dit ag Qu < a) 3° 


= X aa; 2.4) = = Deen 


AGA? = f, 
G! = ATA, 


即 %% = D da. TE M" 的 平均 曲率 向 量 志 
H@)= +h = 1 kese 

PDE Sa 2) 

一 > Daa 

= LNI CS} alot) Luen 


tu#=1 i=1 


一 Dor Eales 


m ea 


其 中 enti 为 局 部 C 单位 法 网 量 场 ,而 


Eum ChK 


Ja rOm+1? 
= Va a 2 enpi) = Ce Emel de 


例 2 R ye a M? Ay Co SHAR aH TH AS FOE APE 
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ASE T. 
‘二 ) 设 旋转 曲面 MM 的 方程 为 


(Cr) = Eur) = Cf(v)cosu,f(v)sina,e), 


其 中 一 op v4 c,0 Cu<2a,f E CCM). Af > 0. 通过 


简单 计算 ,有 
=2', = (— fle)sinu, flv peosxu, 0), 


2 
che 
a i . 

a = r, = Cf (vicosu, f Cz)sing, ] ) 1 
gu = Ž.Ž) = fahs 


a 


a 
721 一 gu 一 gs 1a = 0, 


fe = TERES = ] +| Fi]. 


HE c 单位 法 向 量 场 
aya 
e= Ge wo _ (ftv )cosu, fC sina, — fF @)) 
12x2 fo) YI 十 [了 (Co 下 
"l 
= tegen sina, — fit®)), 


= JIFTR OP 


则 
Fa Z = whe = (— fodcosu, — f@)sinu,0 
2m a = ftv )cosu, f(r sinu,O), 
Fat = Fa Č sinus f (coon, 0 
a> 25 ue 一 » sing, f Cv )cosu,0), 
~ a 
Vag, T tw = (flr)cosu, f"(v)sinu, 0), 


doa ame gf 
Ly= (ACS 5s 5) sea? = (Va my 82? 


fœ) 


= (ae) = E, 
YI 十 [PC 下 
9 g 
fy, = La= A so) ves? 
= (Fa Ses) = (uses) = 0 


aoa ~ g 
Lr = (he = (Vaz res? 


file) l 
vI FFF 


= LE 3 = 


TIR, M? 为 极 小 曲面 ， 即 
H(z) = AS ytades 一 + gulu 一 29lapuz 十 guba, 一 


ad gagz — giz 
gnda — 2p + gube = 0 e 
ar FL p— 2 = 
[1+ PYL near ! Tea 
Ə + fY = ff". FR 
fF. PP 
f 1+ Cf)?’ 


inf = in[1 +Y] + Ina, a> 078 RK, 
f= av 1 + PO, 


If op a4 fet 一 
aah =t fy, 


act) ve 
yf D1 
两 边 积 分 后 得 到 
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即 f(x) =a ch(— +b) ,从 而 该 旋转 面 
r(u.v) = Ca ch(— 十 bcosu sa ch( 二 + b)sinu,v) 


Ave M. 
(=) BF o) = ech( + b> HEL + CF)? = FF" BO 


SATA a os BR ET A] m. 
类 但 于 例 2 的 证 明 , 我 们 有 
例 3 EREE 
zlu, u) = Cucosy.usiny,br}, bÆ0 
和 Enneper 曲面 
zlu, = (Bul + 2?) — a, 3201 + 4?) — o°, bG — v*)) 
都 是 R: 中 的 极 小 曲面 ， 


例 4 Veronese 曲面 . 
I SC 3) = {G,y,2) € Rife? + H 2 = Bhp SC 3) 
+ S11), 
u= (ul y a ute) = PCy) 
— (ity 1. 1 p 
V3 Va Va ov 
Tea +y — 2h 
这 是 一 个 2” 极 小 漫 和 人 人. 事实 上 ,因为 
4 
ye 


1 
3 


(2? 一 yz”) t 


1 1 1 1 
202 ape _ 2 2 _ 2 2 247 
yt yee’ + aye + ie PY + ge +y 22°) 
—-teepyteyat.gay 
9 9 : 


所 以 pC 3)) C801) ,再 由 
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1 
一 一 一 # £ 0 
T: TE: 
1 1 
z D 一 一 一 > 
ww ww | 1 0 
1 ] 0 1 
rank? = rank 0 一 一 一 一 一 一 # = 2 
3 v3 Ooz y 
1 1 = = 
I — — Zy 0 
3 v3 
a 1 
F 37 37 


BES oA er BA. 

再 来 证 明 # 为 极 小 的 .在 下 面 的 计算 中 ,不 失 一 般 性 , 取 x、# 为 
S 3) 的 ce Fy AAs be z 0) S743) WEBRSS 
了 一 ETETE m 


; z — Zz x _ _ ty l z) 
l a ka 一 = 


fu = tote 


: (2? — r ry r 
== y = ~- 一 所 一 “po 
+ > -z + 372 + 3 + 2 
-Ë 4 Za GEFF a) = ge 


we 
g2 一 Fr = FLEET 


1 
Ty 32" 3z” gee 


a 
4 = girai) = Giz = Gay 


#22 一 gu ys ) 


1 xy (a 一 eye 
= get Get at get te 
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_ w+ yz +z)" + z) 


z 


这 说 明 # 是 等 距 的 ( 另 一 证 法 见习 题 1). 
BFA M = 2/3) EW Co RAR, A 


= ] + s = gr p p = Gras 


$ zg 
中 5) a tg z’ 
g2 gz 3 +4 
3 
det {g;) = =. 
= _ ae 
H -4 2 2 y? + 2 一 ty 
21 22 3 2 Tog — 
ag 1l 一 2 age £ 
aa ne Ws 
gg y dg"? 
OS ay We 
adet ig)? _ Gz A det C4:;)) o By 
dr gi? ay "gf? 
并 根据 第 1 章 1.5 ae 4 中 的 公式 
1 
Af= 一 一 一 一 Cwd ij 
ee >i Gag ie 
2 
_ zi 2 十 git 210 det Cou) af 
= +4 din det(gu) oF 
Sw Zh+ De moo, g 
就 可 以 得 到 
li, F 
Af = zil Ty +z ) 
s of of 
—2 a 2 i}. 
x Yay 
1 1 
后 ,将 C” BML p = Tatts = ets = ae 


1 
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GQ?) Mts = Ge + — 22) 分 别 代入 上 式 , 立 即 有 


Ag, =—~— 2H. J5 Lee, 5, 
从 而 dy = — 2p. 这 就 证 明了 c” BA 
pS 3) +> SIC) 
是 极 小 的 . 

容易 验证 , prsy) = pirya) = (— fy 一 
2). 因此 ,自然 诱导 了 一 个 截 曲率 为 的 实 射影 平面 到 SCL) 中 
的 C™ SRB RR tA PRE A Veronese 曲面 . 

GAR ROTA Co HRA e) > 5*(1) 是 仅 有 的 0" 
SBR NBA? 这 个 有 趣 的 问题 已 由 M, P. do Carmo 和 N. R. Wal- 
lach( 参 阅 LCw]) 作 了 研究 ， 

例 5 if Sr) 为 十 1 维 Euclid 空间 Rt! 中 以 原点 为 中 心 ， 
r 为 半径 的 9 维 球面 .对 上 自然数 吕 和 和 pp << me Mm AE CO Riemann 


积 流 形 
M,a = Sr 二) x sec 一 一 全， 


Be = Gym) € Mea A fell? = fall? + lel? = 


€ IE) +. ¢ pRB)? 一 ] KB Ma, C S* C13 C R"? —_ Ret) x 


Ro" 下 面 我 们 将 证 明 4W,。 ,为 SCID 中 的 c= 极 小 超 曲 面 , 称 
HH Clifford 极 小 趋 曲面 . 特别 地 ,如 果 m = 2,8 一 1,Mi, SCD 
中 的 平坦 航 小 曲面 , 称 其 为 Clifford 环 面 . 

分 别 记 六 AV * 为 5S"+1C1) AD R" ER CoRiemann 联络 .el， 


mee, FH saj? 上 的 0™ Jay BB AL TE E E, erts en 为 


s- a) 土 的 Co 局 部 规范 正 交 基 , A A AD 分 别 为 


Mame FF SO) 的 第 2 基本 形式 和 平均 曲率 向 量 场 . 不 难看 
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出 ,对 1 所 is 委 ?， 有 
《可 和 一 《Yo 一 一 《ee =— I, 
Che @) 1) 一 CET X1) 
= 《Vie (Viet) es £1) 
= (V žest — OV EEs 2) ryt 


一 1 十 旦 一 一 下 一 了 
T m 


Alere) ar) = CV eei fs) 
= (V že — (Vet? t, T2) 


=— CV fG, HD re T2? 


_ m— ?P 
一 — 
CV we, a2) = — l, ELE- 421? = P 
* m 
(hlgse) a2) =— =, 
in 


由 上 述 结果 可 得 
ie l 
Hr) = m tene) 


一 pater se) Ta) Ta} 


itt 


= = (T Aese) TIRET + 


7 — — 
= 4D a + BP] 


i F mi m— p m 


+ St etn (~ al} = 0. 


i=} +1 P m — p 


BN M,a- = S] £) x SC 一 一 ) 为 5"+1(1) BAY Co BEADS 
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曲面 . 
te TS m = 2 Alp = | AT. = Cote © Mia 二 TALE 


x SNES CSO). BRN =ar o E Ma FESO 中 的 单位 
法 向 量 场 .根据 Weingarten 公式 ， 
Ay(X) =— GN + AVN NN 


=- VN =— VEN+ (VIN. DE, 


对 C0” 规范 正 交 基 X1, Xe. AX AB TALER = 1,2, M 
有 有 
4 和 一 一 可 各 人 一 te) + OVE Gr 一 tasti 十 t) Ca + ty) 
一 一 Vt + OV ETT F te 十 Xa) 
=— Vit = Xis 
Ay(X2) = — Vile — ae) + (TEC 一 区) H za) Cai + te) 
= Vått Vr + t) (E + ar) 
= Xo. 
于 是 ,从 第 1 章 1.6 节 例 T 立 即 得 到 ,由 X AX. 张 成 的 平面 的 
Riemann HRA CHER: A(X) =- LOX) ) 
RCX, A X) 
ROG A XO 4 (4 Aw OX) X As X), Xa) 
— LANEX) s Xa) 
a Jf ii X X Xe 其 zy》 一 《一 XiX) 
一 1 二 {一 1)y*+1 一 0 一 0， 
BP Wi. 的 Riemann 截 曲率 己 为 零 . 这 就 证 明了 好 在 全 (1) 是 平坦 
J. 


Il 
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2.3 Kahler jr 形 


第 二 类 重要 的 极 小 子 流 形 是 Kabler 流 形 的 复 子 流 形 的 类 ， 

设 C" 为 ( 复 )m 维 复 向 量 空间 . 当然 用 自然 的 一 一 对 应 方式 ， 
Cal 中 =i CRG = 
leram) o NJ YF C HSE R”, UAE C cz R ARF EC 流 形 的 定 
义 , 可 定义 mr 维 复 解析 流 形 . 

定义 1 it M H T Hausdorff) 2/8]. mS = (yw, la E 
rir ARR, CM AFA Bg: Ua (CE Ae) 为 
C* 中 的 开 集 ,日 满足 : 

(1) Uta = M; 

(2) 相 容 性 :如 果 as) Enpo € Dla Us BM wp e 
Pr PlU N Us) > pel. 1) Ue) ERRATA CHT BRE ,当然 © pr’ 
也 是 解析 的 ), 即 

| wl Cpa Da!) Cz! yan) 


ur = (pp ? Pa al zi artaz") 
是 解析 的 ; 

(3) 最 大 性 ; Z RTO 是 最 大 的 . WM. Rep) 与 任 
Uog) E 多 是 解析 相 突 的 , 则 (Ui,g) E DEST MRC, 
p E Z, Up WUSU p) € 于 不 是 解析 相 容 的 . 则 称 包 
为 中 了 上 的 一 个 复 ( 解 析 ) SED TZ) 为 惠 维 解析 流 形 CU) 
PFARRER. U 称 为 局 部 坐标 邻 域 ,w。 为 局 部 坐标 映射 ,zit7) 
= (aP LSS m pp oh Bawa. MIA (2). 有 时 也 称 它 
为 局 部 坐标 系 . 如 果 p E OL ER Ce) 为 Pp 的 局 部 坐标 系 . 

如 果 Caps la} E Dy Urg dw) € Sop E UN Vas M 
_ Aw gree wr) Are! pers pw) . Ca yee a") 

Hat pees yw) Az! sere at) Bea! pee me) ? 
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Har yee we) 
ate yes, g) 

如 果 SZ FHS PORE (2), MPZ 为 一 个 复 解 析 
构造 的 基 , 显然 ,多 = (0p) |.) 与 任何 (Epo E D 是 解析 
相 容 的 } 满足 (0)、(2)、(3), 因 而 CM, 纪 ) 为 m 维 复 解 析 流 形 . 

设 aspa) d Ap), {wv} 为 局 部 坐标 系 ,p E Us N Uss 
Pal p> = rpez) =z E C spp) = Cee ut) = we C2 = 
P iy wi Sw ie yey ey ER = lee om, Bop? =—— 1. 于 
是 ， 


=D. 


wiv = w = pe o p (2) = frr yg) + lg tr yy) 
利用 实 和 复 攻 级 数 的 Cauchy 收敛 原理 及 不 等 式 max{ lal, lal) s 
fa +8 = |a + id] (a,b E R) BY Mu = fos(zyy) sv = galsy) H 
SEE DT ORY. BOR (a? eee yy eee ag) A (aly eee ut ots ers om} Sp Rl] 
视 作 ? AB See ABA RC, D> 自然 可 视 作 2m 维 实 解析 流 形 ， 


此 外 ,由 Cauchy-Riemann Rit = 一 z ,入 一 一 z 得 到 Jacobi 行 


列 式 为 


a du 
Bul ees eye 3 3 it 了 Ar oY 
i ai ~ = det 
BY Im yx") w æ 
a y 
w mh 
ar ar 
== det 
wo a 
a ae 
ou ae a , om 
Re Tae z ig 
= det 
w ou 
ar ax 
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= det (g tiz? det i ) 
ah ot! cM _ OF 
= det tiy? * det (> Figo 


_ | aCe, ter we) 2 
_ ae | > 0, 
其 中 
me] 
ac on™ 


U a al 
on" A” 
BRR, D = CC" Md) Iden" > C", Ide (z) = 一直 唯一 确定 了 C 
ERAR AT CC", 2), 
7G HG — PP. 设 > 一 (28 ee a) = Ctr et) OOO 
一 {0 ,2 ~ woz— Aw AC CAO. [z] = {w E Ct — {0} lar 
a) ， 等 价 类 的 全 体 为 
PCC) 一 (Cr — {0})/ ~= {Le]|2 © crt — {0}}. 
投影 x. Cot! — {0} 一 PHO re = [2]. HC! — 10} 的 拓扑 为 
ot, BIE = (Ua) € r) HPC) EPS TEPO), 
T) WCC! 一 {O},0) 的 商 拒 扑 空间 ZA m 维 复 射 彩 空间 . 下 
Al GE AW P"(C) 为 m 维 复 解 析 流 形 . St Lz]. [ele PrO [2] Æ [w], 
WEES ED 的 以 原点 为 心 的 去 心 开 锥 体 . FA = ep 
的 以 原点 为 心 的 去 心 开 难 体 VL BAB V N Va = SAM a 和 
VD ar a E B eg 和 [wj HA eR Pre). r 为 
T, (Hausdorff) 空间, & 


187 


U = ([2] © PC) |e € Ca ys aT), + 0}, 
py pli, Cm, 
pile Cy te Eten Zp 
一 【名 
我 们 称 {za;,z 2) 为 Lz] USP RAB (aba Si aE ee aE} 
为 [zj] 关于 的 非 齐 次 坐标 . 
显然 , UU = PMO) AST N U A Dk ALB, 
gee pe al: N ED > pli (NN 1), 
Qe? pr Cate Sage a EE) 
= pz = Career Got Ett e+ EP), 


其 中 
A Az t 
= ai cf ko a hi, À 
i eo. 
= aT Vas 3 


HARRO H iit Ee SA TP. EE” 二 (CA ple = 0, 
rym} 确定 了 PCC) 上 的 一 个 复 (解析 ) 结构 E CPC). D) 成 为 
an 维 复 解 析 流 形 . 

显然 , 齐 钦 坐标 的 每 个 非 奇 异 复线 性 变换 必 导 致 PCC) 的 一 
个 微分 同 且 , 它 也 称 为 线性 变换 .Cr 的 每 个 三 十 1 维 线 社 子 空间 
FARER <(F 一 {0D C 视 作 PCO) BR PCC) 的 大 维 线 性 子 流 
WR" CO Baik hin HRT EEREN, R+ 的 到 
十 1 维 实 线性 子 空 间 了 的 投影 象 r(F 一 {10))( 视 和 作 £ 维 实 射 影 空间 
PKR)) 称 为 上 4 维 实 线性 子 流 形 ， 

I Carpa) s (as) m Cel A g'e" + ig) AD Uy ds 
Capt sess ye) = Cal + ie yee ya" + ie) 为 网 个 局 部 华 标 系 ,p EN 
7 我 们 定义 线 性 映射 % 和 drg 

Jup TM > TM, 
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Joa: TAM > TM, 


Jy afar?) = af Oy y Jy Ca/ ay) 一 af ar? ; 
Jep O du") = di, Je Cf ae") 一 一 Ahr. 
根据 Cauchy-Riemann -方程 得 到 


一 al 2 [站 过 ae +2, Ea 


hh ¢ 
= Sipe t Pc el 


= a/ dy = J, /dr), 
Jn pl2/ 2p) = Jip > [站 ai + 5 a) 
= YL Gp + BO 9p] 
可 
一 Be 一 一 == Jy 6 o/ OY’). 
因此 , Foe = Joe 从 而 诱导 出 一 个 TM 上 的 线性 变换 J, T,M 一 
TM 一 一 1( 严 格 地 , 二 一 1drw). 它 自然 形成 一 个 整体 (1,1) 型 
Hy C’ ok Bias: TM 一 TW, 满足 J 二 一 1. 按 土 述 方 法 ,在 复 解 析 流 
ÉM EBRA The Gh) 复 结构 (C” RRMA) 上 满足 
F= RG DA CERDA, D 的 一 个 殖 ( 近 ) BAM, 
M, B,J) er ere 
还 可 以 看 到 ， pales 2 一 一 { 
a Y T,M 的 一 个 基 , 一 般 地 有 
引 理 1 设 了 为 一 个 实 向 量 空间 , 具 有 自 同 构 7 一 下 ,使 得 
J =— 1. p 


(1b V APE OO lede = Pmt a} AE CM m dim? = 一 am A 
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个 数 )， 

(2) 如果 还 有 一 个 形 如 这 样 的 基 (e1, ertt sensJen}， 则 这 两 
个 基 之 间 的 变换 乍 阵 的 行列 式 是 正 的 . 从 而 了 决定 了 工 的 一 个 定 
ie 

证 明 (1) CADIE e A De + aver = 0, M 

0 = JCAe, + ded = Ate: — we), 

FEEL, O = Ahe, + ater) — ay Cafe, — age.) = CAP + ade, A 
= 0, 人 也 而 Ay = m = 0, 所 以 {ese 是 线性 无 关 的 . [RiR esde, 
urrena) FREE ICE MSR 2b = dimY , W C > PHE BE E Rs BOR 2k 
<< dim 5 UAE EE e+ W eJen endene) 线性 无 关 . FHE les 
Jey yt Qe Jer re ister? 也 是 线性 无 关 的 . 事实 上 ,如 果 


4+1 
D>) Ae, + ae) = 0, 
4 一 1 
则 
+t 二] t+] 


0 = JC >) Lae; + uda = >) Ave; — ae). 
i=l am] 
类 似 上 述 , 有 


¥+ 1 此 十 二 
0 一 入 >) (Ae; + ates) — par >) Aste; — wes) 
ind inl 


= CARL + Hitiri + Ines >) {Ai 十 Hd i) 


j=l 


一 i > (Ae; — nei), 
aa + ipi = Osa = tyi = 0, 
> Cae, + Je) = OA Se = h ew He = w= OD. 
这 就 证 明了 lerden reniei) 是 线性 无 关 的 . 
(2) 因为 
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E] ĉi 
Ea _ Imi eon Gam Bal PET] Ban En 
一 — 4 
Jey — Gi et Oye A Gim Jer 
Sem Jey 
—_ Dal >. — Pram On| ‘er dam 


A B 
ae 2 A “> 0, 

Be 33 BA TS Bi A E RRE PERI ITI SE TE R. 

SFE 1 指出 复 流 形 不 仅 是 可 定向 的 ,而 且 还 装备 了 一 个 典型 
BY ze [Ft . 

引 理 2 HF nreR Re OZ) LAR, A Trv = 
OC J AICHE. AF 

Ty.» = LFX,JY¥] — Jl FX,¥] — J[X, JY] — [X,Y]. 

证 明 由 公式 LX GY] = XY — gX + folX-.¥] Z 
即 有 
Tix = [fIX, JY] — JCFIX, Y] — IX IF] — [FX.Y] 
= fFer — IFF- JX + FORA) 4+ FOUY DF e X) + CYX 
= FP x ye 


Tx, = — Ty, = oT yx = oT xy. 
HIP MIG = Silo 一 一 和 "LB 部] = 0 [Giga] = 0, 
gieged — 0 还 得 到 
rg S02) E 21-12 


d d ad d 
ari? dy? Lara 


JL 
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因此 ,Tay = 0. 

注 1 Newlander 和 Nirenberg KJ— 2 Al ze HE COLLNN J. t AL 
[HJ]) 指 出 , 任何 其 有 满足 二 一 1 和 Txr = LIX, JY] JX YI 
一 JEX, JY] 一 [X.Y] = 0 的 C0” RE DATA 多 ,使 得 
(M,Z 为 复 解 析 流 形 , 旦 J 为 其 相 联 系 的 歼 复 结构 . 

现在 来 定义 具有 一 种 特殊 上 度量 的 殖 ( 近 ) 复 流 形 : 风 ( 近 ) 
Kahler 流 形 ， 

ENM? 如 果 殖 ( 近 ) 复 流 形 CM ,名 ,7) BA Riemann EE g, 
满足 : | 

(H) SV RPOMALV XY CCTM, 有 

g(IX,J¥) = g(X,¥Y), 
如 在 该 点 od, AWS 7M 上 的 等 距 变 换 , 在 此 情形 下 , 称 9 为 
Hermite 度量 ,(U ,有 ,79g) 称 为 殖 ( 近 }Hermite 流 形 . 
(K) 对 型 上 的 任何 Cr HERH XAY, 有 
(YDF) S= VY) — AEN aY) = 0, 
BY J YE Riemann 联络 V 下 是 整体 平行 的 . 则 称 g 是 Kahler 的 ,而 
CM, Pd pg) BRA GE) Kahler 流 形 . 
MLR XY ETM EX 
o(X,¥) = g(X,J7Y), 
则 | 
afF ,X) = g(¥ JX) = g (JY ,JS?X) 
= g¥, — X) =— g(X,J¥) =— w( X,Y), 
BD o ERRA, ESET M EEEH 2 RC? 外 微分 形式 内 
Woe ERI OD Kahler 流 形 中 起 着 中 心 的 作用 ,所 以 称 它 为 M 
的 基本 2 形式 或 Kabler 形式 . 下 面 的 引 理 是 非常 重要 的 .. 

引 理 3 设 (NM,J,g) LEA Hermite EE g HAOD 复 流 形 . 

W g Æ Kähler #] Sdo = 0 Al Try = 0,V X,Y € CCTM). 
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证 1 (Rp MM Ef E XiXe Xa E TM ERE N 
为 局 部 C™ 向 量 场 X, Xas Xas HCV aÑ), 一 0,i,7 一 1,2,3( 留 作 
习题 ). MICK, Xi], = CV 2 Xj; — Vx KD, = 0,859 = 1,2,3. 于 是 ,在 
PRM 
a(X,¥) = gX, JY) 

Be Vid = Og Æ Kahler 的 ) 得 到 
del Xi, Xa Xa) 
= X wt X,,Xq) 一 Xol X1, Xs) 十 Xol XiXe) — oll Xi, X], Xa) 

+ oll] Xe) — o XX], XD 
= Xola, X) 一 Xw, Xs + XX, o) 
Xgl Xo, J ŽD 一 Xal Xi JŽ + Nag (X72) 
= (V x Xos J ŽD) + 9 (Xr, Vx, Ra) 一 多 双生 Xo) 

一 g( Xie V KD 十 gV a XIX) + g Vx, CT,)) 
= g (Xa, CV x D Ka + ICV a XDD — gCK Tr) Ks JCT a XO) 

+ IX CV rT) X H JCY Ko) 
二 8(Xe CV a PKO — gX OV a PXD + gX Ta NX) = 0. 
由 此 和 下 面 充 分 性 中 最 后 一 式 得 到 ST = 0,Txy = OV X,Y E 
CCTM). 

(=) {do = 0. M J? =— 1 A 
(FDY = VaCI¥) — JOY Y), 
(Va GY) = VPY) — JOU YG 
一 一 Yi 一 JOY) 
=— JL nD 
CRO = Val 1) = Val? = OV A + IV IOCT WD 一 一 
JCVxt)) 得 到 
gC IX, V xt AKD = gO Xe, — ICV x I) Xs) 
= — g( Xr, (V r J) Xz). 
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dw OX), XoXo) — dwOX,,7X2,7 Xa} 
= g (Xas (V ad) Xa) — gC Xi, CV DX + 96 Xi CV x) X2) 
— gC Xas CT x JI XD + 0X1, CV x, J) CI Xs)) 
= gC Xi. CV ax J CT X2)) 
= gC Kas CI x J) Xs) + g Xis Vax) CI Xa)) 
— gX, CV a JID) + (Xi CV 17) Xe) 
— g OX CV x J) Xa 
= 2g CXe, CV xP) Xs) — g Xis — (Vax OTR) 一 Vax, Xs 
— CV sx) CF XD AXD + Var Xa + Vox Xa — Vx, tI Xe) 
+ VIKO — Var Ke — FV a Xa HIN 2X2) 
= 2g Xas CV PX) — 9( Kid V a IXa) — IV x I Xa) 
十 Von Ka m VXD + Va OX) 
一 Fas Ke — JV r Xa HIN x,X2) 
= 2g (Xz, (VII KR) — gX LF Xe JS Xs] 
-+ [JX Xa] + [XJ X] 一 JUX X p 
= 29( Xa, CV XD — gX dT ,x,). 
因此 
29 (Kas CW x J) Xs) 
一 dwotX,,X2,Xa} — dw Xis Xss X45) + gCX FT x, x.) 
= O— 0 — g(X,J(G)) =D. 
Ha OX. A Xs ERA AK Vx 一 0, 这 就 证 明了 yg 满足 条 件 (K)， 
g 是 Kahler 的 ， 
证 2 设 yg 二 《,),% A Kahler 形式 .定义 
BXT)= (VY — CVX 
一 一 Q(Y,X),V X,Y € CC" (TH), 
显然 ,对 任何 X,Y 了 ,2 E CCTM) 
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O= Ty» = [JX, JY] — JCI X,Y] — J[X, JY] — Ex.) 
TaY) — Varl) — FV ox + IV rK) 

— IV IVD A JV — aY WrX 

= Va YY — OV dX + ICV XD) — IOV WY 


oS 
QX P= (VK — (Vd XxX 
= IOV xed OK IOV yd DX 
= (Vint GY) — CV ad) (TX) 
= IX SY). 
do(X,¥,Z) 


= Xw(¥.Z) — Yol X,Z) + Zo(X,Y) — off X,Y], Z) 

+ o[X,Z].¥) — of (Y,2Z),X] 
= XY, JZ) — YX, JZ) + ZIX, JY) — (CV x¥ — VerX.d2) 
HOVE VaX JY) IOV rZ = WY), X? 
COV YJE) + YYA — CCV rX dJ) + X, Vy CJZ))) 
+ CCV 2X JE + XV EGP) — (VxY — VX, JZ 
+ OV a4 — Vad ¥> + ICV A) — SCV GY), X) 
= (FV xCFZ)) + OV EJE — OX, Vri) 
(IOV E) X) + OX, VOY)’ — (XI CVF) 
= {Y,YZ — CV KZ — OX, Ve (FS) — FCW 2)) 

+ (X,V2C/¥) — FOV ZY) 
= iF, EV a DZ) — CXC IZ) + XC WY) 
= (FOV «FZ? + CXC V AY — (VS) 
= {F (VDZ) + CX, O(4,.F)). 
于 是 


十 


do(x JIT JZ) 
= (IY OV IA) + OX, OCIZ,SY)) 
= (IF, — JCVD E) + AAY)? 
= LY, Y DZ + (X,Y)), 
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dol X,Y,Z) - dw(X,J¥,JZ) 
= (KY, CV aD) + XRY) 
一 一 
= 207,07 FZ). 
综合 上 述 各 式 得 到 , 当 y 是 Kahler RY. Bll YVJ = 0. WAE O = 0, 
从 而 do = 0; 2 dw = 0 ZARA Vs = 0. BD g 是 Kahler 的 . 
推论 1 设 (M,J. AR Hermite 流 形 , 则 7 是 Kaihlet 69 CY 
= Ô, Tkr = OV XIT7EC OF)， 
WEBA (=) g 是 Kaihier 的 , 即 VJ = 0,0 Sa O = 0, 册 册 
SII 3 HEA Ty = OW X, C CTM. 
(<=) 2 = 0T 
2do( X, F, Z) = do X, Y, Z) — dwlZ,¥,X) 
= (F, Y eA) + OX OCZ.Y)) 
+ SY, — OV ah IX) + (4, — OCX.Y)) 
= (A ZY)? + (YON, Z) + (2Z,9C(Y,X)) 
= Oo, 
即 de = 0. 再 由 推论 1 右边 条 件 Tr = 0. X,Y E COM) 及 引 
FE 3.9 fE Kahler 的 ， 
EMG WR 好 为 复 ( 解 析 ) RE. 为 自然 诱导 的 殖 ( 近 ) 复 
结构 ,日 具有 Riemann 度量 g 满足 : 
(H) AHER pE MA X,Y 所 TM ,有 
gC KF) = gC X,Y), 
MEFE g 为 Hermite 度量 ,MY 为 Hermite 流 形 . 
(K) XÍ M EREM cy Hem XAY, 有 
EVY DOCE = Yad Y — A a = 0, 
Bp J {F Riemann 联络 下 是 整体 平行 的 , WRK g HE Kahler 的 ,而 .4 称 
AY Kahler 流 形 . 
显然 ;Kaihler fit E yR Gir) Kahler FE. 
研究 Kahler 流 形 的 重要 理由 之 一 由 下 面 两 个 定理 给 出 ,从 第 
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-- 个 定理 看 到 ,由 一 个 Kibhler 流 形 可 以 得 到 许多 Kahler 子 流 形 ; 
而 第 二 个 定理 则 给 出 许多 极 小 子 流 形 的 例子 . 

定理 1 Kabler 流 形 (Moga) KET SF IE ETS BE gx 
= $*ga 下 是 Kabler iG. EP pM 一 六 为 包含 映射 ， 

证 1 if dimcA = mydimeM = mi M eR Ep zoe 
2 的 局 部 坐标 , SER = w + iy’ ay E 


R, RIA I/20) = 2.9] È) 一 一 29 立即 得 到 了 CT,M) CTM 
Fe? = — 1 MCT M = TM. 因此 ,对 任意 XETM,Y € THM, 
A gn (XIV) = ga FX PY) = — gal] X, YO = 0, ATTY © TiM, 
FCT LM) C THM, RAYA P= — 1 ori) = THM. 


HRK CV CY) = 79 Y 和 条 件 (H) (gz 在 了 变换 下 不 
AB) St MW EH 0” tp iy X.Y. A 
VxGY= OFT = (CF OY) = IVY 
= ICV RY) + ICP AY) 
= FCF)’ = JV Y = IVY, 
ED CV JEY = VeG¥) 一 ACY) = 0,gw PEE CK). 因此 ， 
M 也 是 Kahler 子 流 形 . 
证 2 因为 gu = pga :所 以 
Pwal X, Y) = wales prY) 
= gales X Fp Y) = gabe X pa JY) 
= ¢*ga(X,J¥) = gu(X,JY) 
= oulX,¥), 
即 ay = por YM EHER 2 HR. HF Mga) E Kahler 流 形 ， 
it dag = 0. 所 以 
daw = dy* we = ¢*day = ¥* (0) = 0, 
再 根据 引 理 3, 立即 推出 CM ,gw) 也 是 Kanter 流 形 . 
定理 2 Kahler 流 形 C, ga) MFR OM, gu) FEM, ged 
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的 极 小 子 流 形 ， 
证 明 A ACM gD 的 第 2 基本 形式 ,从 定理 1 的 证 1 A 
为 Jo. = tid 可 视 J |ru = J, TL ER BRIS Pet J) 
AX JY) = (FID = (JY, Y) = ICY YF 
= JCACX, YD) = TROY ,RY = ACY XD 
= kCIX,Y). 
类 似 引 理 2 的 证 明 ， 我 们 可 以 用 归纳 法 在 Kabler 子 流 形 M, 
gu) 中 选择 局 部 规范 正 奖 基 {er ,ye sem Fen} o FLAP m = dime M. 
事实 上 , 先 取 e fË gulee) = 1.0 gu (Fe, Je) = gulee) = 1, 
guleisde1) = olee) = 0. Rik {esde aenda kam 1， 
是 规范 正 交 的 , 取 er 满足 
gu CEL se = guler dej) = O,7 = itk, 
gu herti) = 1, 
M ga Jerie) = gul erti de) 一 一 gulerrisde) = OsgutJeceis 
Fei) = gu lees 2@,) = O,F = Lycee ky gu eo) = Gu (Ceti ler) 


= 1. AU M HH i A 
| 
H= Fm [Alese + AC Je, Je) | 


1 m 
= an Oo HORA + J? Chere) | 


一 =>) Calera) 一 ACe,e)] = 0, 


BD CM ,gw) HOM ae) 的 极 小 子 流 形 . 

研究 Kahler 流 形 的 第 二 个 重要 理由 是 基于 下 面 的 基本 且 非 
RA) Wirtinger 不 等 式 ， 

定理 3 (Wirtinger 不 等 式 ) 设 CM ge) 为 Kihler 流 形 . M C M 
为 实 2m HE C™ 定向 子 流 形 .dr, 表示 MM 上 的 诱导 度量 gx 的 体积 形 


m A 
R. M A ER 2 ER (Kahler ER o h m KE at =o A A o 
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到 了 ,MM 的 限制 满足 : 


-dF,< = 他 <= d¥,, 
《 — 19ra” 加 ` ar a 
且 一 一 一 = WV 97M TM HATEN. 


证 明 AH X,Y) 二 一 oY, X) BL o PTE E on, 
vty + Ante 根据 [ 李 查 ],510 页 定理 3, 存在 了 好 的 一 个 规范 正 交 定 


阿 基 ee 使 得 @ FE T,M 中 用 形 如 
0 A 
alee) er lam) —a, 0 
Werme) CK Crm Cam 0 Aan 
一 入 Ù 
AY He Re Se ae EP A, = olene), k = Lye mm. AEE Schwarz 不 等 
x, 
— 1=— | emi {| ese || Ae = wen ren) 
= Ga Cex) sen} 一 一 ga (Fen -1 sEm) 
S || Fei] eal = esl esl = 1. 
FTE, & = lien = — Jeni =— len = Jen. & e er" 为 
ITRF as. 


:ezn 的 21 形式 , 则 有 


w= NO Ae! A et 
r=] 
a= (ml J) Art Aae! A naa A e* 


= {mI Daye And p 


CDW <ar,. 此 外 ， 


one LPA And’, = dV, 


(— LAA, = 1, JA] 1 
Sh An PHS Am — 2 — 1 
SA m— UA kB en = Jen: 
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SS dettt Comt = lels — Aye yy tt? Bam 一 Amd eam 1} 
Fler deat? soe ie 是 同 向 的 . 
EITM ATM 的 复 子 空间 . 

注 2 如 果 在 每 个 点 5E MAO = ay, TM) 一 
TM Æ TM E = 1, ABA Toy = 0. GRE 1M A M 
复 解析 子 流 形 . 

定理 4 i My Kabler Hy: M> MARTH, MER 
er i Ay CAT AE 3M = 2) ,dima = 2m. Wl MATA SEB PA 
积 

Volume MO Volumet Mi), 
HP pM > M EAE EAF pM — M BY Om HEC ERIE. 

证 明 Mdo = 0 Rd AEM. EA 

do = mdv Ao Ac: A wo 0. 
再 应 用 Stokes 定理 ,就 得 


| ae a 一 | or oa 一 | a | ar 
M My PM) PCAN? 
= | w = | a" 

a 


POU MH O 


| do" = fo = 0. 
于 是 


Volume( Jf) 一 [ar =m — | pre = 《一 1" | am 


m! 


<Í dl, = Volume M). 
M 


注意 ,根据 定理 3 ANTE 2, Volume M) = Volume Mp: Mi 
一 时 也 为 复 子 流 形 ， 
XTA Kabler 流 形 和 Kahler 流 形 的 紧 致 复 子 流 形 , 下 面 是 
个 定理 给 出 了 一 些 拓扑 信和 县 . 
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定理 5 WM ABBAS mHE Kabler ple. WEAR Ela 
HE HCM, R) Æ OE = 0, ,mm. 

证 明 “不 失 一 般 性 ,可 以 假定 MEERN. BE o Y M REAR 2? 
形式 ， 则 对 每 个 站 一 0,…,m， 

dot = kdo A w A ee Aaw= 0. 
在 de Rham BMP. of SM T — AE 2# 维 的 上 同调 类 [ej. 此 外 ， 
从 de Rham 定理 得 到 
tt 


Cat] = fo] U ~- U [o] 
HH “UU” Seas A* CM:R) 中 的 上 积 ， 
对 复 流 形 M 的 典型 定向 ,定理 3 指出 ,W 的 体积 元 素 dr = 


(— D'o" 根据 Poincare 对 偶 定理 , 可 以 取 基 本 闭 链 [Tw] E 


mt! 
Hon CMR), Fit: 
La" ]¢l A j= Je = | .一 1)" dr 
= (— 1)*m! + Volume(.¥) 4 0. 
因此 , Co") 0, Wiffle] + OOV A Rik. Rig le] = 0.0) 04 
[e] = lo] U let] = 00 [oe t] = 0,7). RHA e 
HCM; R) Æ 0,8 = Oe ym. 
定理 6 i My Kabler HEM MAMA BRS i 
形 ,a = Ø dimeM = 2m， 如 果 [M] 表示 M 的 基本 闭 链 ,4。 为 关 
于 同调 的 自然 同 态 , 则 在 Hm 中 (LM) ~ 0. 更 进步 ， 
HECM; RO 0,8 = Oym. 
证 明 io A fy Kahler 形式 , 则 
Lo” Ce. (LM) = [pre = (— 1}"m!Volume( M) Æ 0, 
WIL. a. (CMD £ 0,[eo" |] 40, [a] + 0, RAR HMR) + 
Ok = Ù, sm. 
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2.4 Kahler 流 形 的 例子 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 给 出 Kihler 访 形 的 具体 例子 . RV A 2m 
维 实 向 量 空间 ,VF* 为 它 的 对 偶 空 间 , 它 也 是 2m 维 实 向 量 空间 .vr 上 
的 一 个 殖 滤 结构 7/ 自然 诱导 了 Y* 上 的 一 个 至 复 结构 , 也 用 v 表 
RIV > ARMA. =— 1,4 
JOY) = @VUY), @EV*,YEF. 
Bak, FEW) = Bf = a(— Y) =— OY) .76 二 一 J: 一 一 1， 
即 了 也 是 7* ER — 5a et. MV RAE VR = V re 
CC 它 也 可 视 作 以 VY 上 的 基 为 基 的 C 上 的 复 # 维 向 量 空间 ). 用 目 然 
的 方式 ,7 视 作 让 的 实 子 空间 . 更 一 般 地 ,F 上 的 (r,s) 型 张 晤 空间 
TV) 可 自然 地 视 作 张 量 空间 (07) 的 实 子 空间 ,下 中 的 复 共 轿 基 
由 
Z = X + iY ~+~Z=—X—iY,X,YECV 
定义 的 实 线 性 自 同 构 , Y REAA BART KS TV) 上 去 . 
现在 假设 了 上 是 具有 至 复 结构 了 的 az 一 2m 维 实 向 基 空 间 . 则 > 
可 以 唯一 地 扩张 到 产 的 复线 性 自 同 构 ; 仍 记 为 2; 它 仍然 满足 忆 
二 一 i 所 以 J 的 特征 什 为 1: 和 一 i + 
Vi = {ZErVI = iZ}, /mE = iĝ}. 
则 有 
引 理 1 CVF? (X¥ —iX|X EC V}FO! = (X +i X|XE 
F}; 
(2) y =F Gv! (A ARZ EKAM), 
(3) V PR SRE T VO BE! 上 的 一 个 实 线性 同 构 . 
证 明 (DAH JX 一 i = IX + iX = i(X 一 iJX), 所 以 
X-i XEVA RZ mex +iyekr, AIX +i =i(X+ iF) 
=iX —Y,Ub7X =— ¥Y,X+iY = XiX. 这 就 证 明了 
wee — in iXX EF}. 
202 


同 理 可 证 VO = (X + XX EV}. 
(2) SERA XE V, S 


x= ASME ATUA, 


2 
peop SX e yi X HUX E yon, FE, HEEM x4 ET, 
有 

rtie i Sti 
~ (API _ iy pA + 人 X= yy XM, 


Wah ye vols (XV X= X HiX EVE = (X[X =O} = 
{0}. A= ve pre, 
Be, VIO eZ SH KKH iX we ZH X +X ARR 
构 . 
设 V* 为 F 的 对 偶 空 间 ,V* 的 复 化 F*' 是 产 的 对 偶 空间 .关于 
V* 上 的 殖 复 结构 7 的 特征 值 士 同样 有 直 和 分 解 ， 
V* = Vie D Von 
下 面 的 引 理 也 是 显然 的 ， 
引 理 2 Via = {8 E V* |8) = OV ZEV) Vo = @E 
ve |a = OY Y E rh’), 
证 明 WHE E V Ml ve = ie, Ami 
AZ) = — iJ6(Z) =— iJZ) =— i@(— iZ) =— OC) 
“HZ)=0, Y ZEAL 
反之 ,如 果 8(2) = 0,¥ Zer. WY 
(JOC) = JOY + Z) 
= (1F + JZ) = GY — iZ) 
= i@(¥) 一 i6(Z) 
= OO = i = Yuen, 
Bll Ja = 10,8 © Vio. ZME T 
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Fie = (ec FJa = DY ZEVe!, 
男 一 式 可 类 似 证 明 ， 
张 量 空间 OF 可 以 分 解 成 与 室 间 所 ?PT A To 之 一 
相符 合 的 和 癌 量 空间 的 张 量 积 的 直 和 . 下面 将 更 加 仔细 好 研究 外 代 
数 AV* 的 分 解 . 外 代数 A Fo 和 A 入 Vo 可 以 用 自然 的 方法 视 作 太 


ve 的 子 代数 .用 Am Vv"“ 记 由 a A 8 张 成 的 人 V** 子 空间 ,其 中 ， 


ECA Fo BEAT. 明显 地 有 
引 理 3 外 代数 AV 可 以 分 解 为 


-5 AYY 
其 中 全 DI Aris ARTERA Ag 和 AT 


之 间 的 一 个 实 线性 同 构 自然 地 将 vee HAR HIPER A OS. 

如 果 lepe e") Ai HH AE, elpee e") Ap Foa 的 一 
PH Hert ae 元 素 e A Ae Neh Awe A Pnl RAN 
L h Gom l kh o ohm BRT RRR Aree Bp 
H. 

下 面 引 理 的 证 明 是 直接 的 . 

引 理 4 设 y 为 有 具有 殖 复 结构 的 实 向 量 空间 F 中 的 Hermite 
PYAR. 则 9 可 以 唯一 地 扩张 为 六 的 一 个 复 对 称 双 线性 型 , 旦 满足 下 
FAF 

(1) gW) = g, WO,Z WwW EV 

(2) gD > 0,4 E Z £ 0; 

(3) op Tm} = 0,2 E We Ve 

EEH. v LEA SE EEC, (29, 03) 的 复 对 称 双 线性 型 9 是 
F 的 一 个 Hermite APRA BRD GK. 

证 明 (=>) (1) 

g(Z,W) == gX F iY, U + iP) 

= g(X — iY, E — iV} 

= g(X,U) — gY, K) — igh.) — ig X,F) 
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= REY — GOV FIG DY FG XP) 
= 9(X -+ iY, U ivy 
= gZ, W), Z, W EFS 
(2) g CZ, Z) = gX + iY, X i) = (X, XO + gr) > 0, 
Z=X+iy+ 0. 
(3) 对 7 E pLi W = pod, 
g(Z,W) = g(X — id X,Y FiyY) 
= g(X — iJ X,Y — iv¥) 
= g(X,F) — gI X, JY) — igGi X.Y) — ig X, JY) 
= 9(X,¥) — gX, Y) — ig(— X, JY) — ig{ X, JF) 
= Q, 
(=) Ro AV EAE). (C), O) 的 复 对 称 双 线性 型 . 因 
为 了 限制 到 下 , 有 
g(X,¥) = gX, Y) = gX, V), X, Y E V, 
BI gCX,Y) 为 实数 . 
gC) 一 @(X,X) 六 和， XO, 
此 外 ;从 O = g(X — iJX,Y 一 FY = g(X,Y} — g(JX, JY) — 
gC IXY) 一 ig(X, JY) 得 到 ,对 任意 X,Y EV, A 
EX Y) = gt XT). 
这 就 证 明了 gy 为 FF 上 的 一 个 Hermite 度量 . 
我 们 已 经 知道 ,对 于 上 具有 殖 复 结构 了 的 每 个 Hermite 内 积 
9; 联 系 到 一 个 元 素 w EA?V*， 
X,Y) = gX, JY), X,Y EF. 
前 面 已 证 过 , © ERT PRAT. HM o, XO 一 一 o(X7) ,进一步 
可 证 明 @ 还 是 了 不 变 的 ,事实 上 
(一 8 和 1) =— g(FX,¥) 
=— g(¥,JX) =— oY, X) = oX, Y), X, YET. 
因为 A V* 可 以 视 作 AP 的 一 个 子 空间 , 故 @ 可 以 视 作 为 人 
F ”的 一 个 元 素 . 换 句 话说 ,@ 可 以 瞧 一 扩张 为 严 上 的 反 称 双 线 性 
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形式 , 仍 记 作 o 由 引 理 4, 立 即 有 
定理 1 (1) OV Hp Hermite 内 积 9 相 联系 的 天 上 的 反 称 双 线 
HEU a E APLIKAS 
C2) 设 {2p Zap Æ VO T C BPRS M ir) 是 
Vw 中 相应 的 对 偶 基 . 记 
Gt = gi Bi Zos jek = J ms 
则 
Git = fjs Ik = lr 


$= ` Loné? & ë! 十 gue 的 Ej. 


petal 


(3) a =— id) gut? AB. 


ited 


证 明 CD 由 引 理 4 3), 
lZ, W) = g(Z,JW) = g(Z, iW) 
—ig(Z,W)=0, ¥ ZW Eer. 
E, o = 0, ZW € 四 因此,@ E AMT. 
(2) 根据 引 理 40). ga = 9 ZB) = GE ZY = g Zp = 
gu 由 此 得 到 


g= > [ond e+ ge © &]. 


(3) 从 (1) 和 
Z= D GZ + BOA) W = SEW) + BOWE), 


IW =i $ (EW) — EWE) 


得 到 
o(Z,W) = giZ, JW) 


=— iY gal EDE) 一 EWE] 


iste] 
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= (—i Jone A ẸNZ,W), 


peal 
o= iD gat A gE, 


2m HE C HIG M HE x sh 3 2 LAY ZE TM AE TM 
= TM Oa C, i TEM 的 元 素 称 为 xz 点 处 的 复 切 向 量 . 记 TEM 为 
TIM (T-M 的 对 偶 空 间 ) 的 复 化 . MEM roe Rc CM 
处 给 出 了 At THM 的 一 个 元 素 , 换 句 话说 ,MM 上 的 一 个 复 ? 形式 吕 


二 一 
在 每 个 点 xz 开 处 给 出 了 一 个 反 称 7 线性 映射 下 时 XX TiM — 
C. 更 一 般 地 ,可 以 定义 上 的 复 张 量 场 为 ( 实 ) 张 量 场 的 复 化 ， 
MRM ARAR SAW HIA NUE., M TM = TIM 四 
TEUM, HEP TEOM 和 TIOM 分 别 是 对 应 于 了 的 特征 值 ; 和 oi 
征 空 间 . 奶 果 一 个 复 向 量 场 在 每 个 点 x € MAF TCO MORTEM), 
则 称 它 是 (1 ,0) 型 (或 (0,1) 型 ) 的 ， 
ZEW AT EM AMT Me, ATM = D AM TAM, A TM 


一 2 ACTEM VAR GO WAEA o WR ole amy AT Me 
FAD Jay aS ae M ES BA SE co, co" A TM By eB. 由 此 可 
Bip OFA ai Av Aa Aor Awe Ao LSA OES 
mel aac Chm AT MAP RBS, AKG, 
q) 型 形式 w 和 多 于 7 个 (1,0) 型 或 多 于 g 个 (0,1) 型 的 复 向 量 场 加， 
有 CE = Q. 
如 果 为 m 维 复 ( 解 析 ) 流 形 ,z!，… A M REE ey BS A 
系 ， 除非 特别 说 明 , 一般 用 希腊 字母 a,8,y,… AMEDA 1,… ,rn 的 
自然 数 ; 拉 丁字 母 4,8,0,… WERN 1,… ym,1,…, 贡 的 自然 ， 
数 . 令 
E = dz = dr" + idy", = dz = dr — idy*. 
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EA z = e pipa" CR, = 1.76 M LO AS Hermite FR 
y, EES TAL Teh ,我 们 将 此 Hermite 内 积 g: 唯 一 扩张 为 复 切 
空间 了 .ACT 的 复 化 ?中 的 复 对 称 双 线 型 . 且 令 

Gan 一 gÈ Zas Za). 
由 引 理 4, gas = gas = 0, M gar = gae 按 惯 例 , 记 Riemann 度量 或 第 
1 基本 形式 


g = ds = > [gad QO d2* 十 pda &) dz] 
afer 


(通常 记 作 2 D) gyde 他 dz) ,而 由 定理 1 得 到 基本 2 形式 为 
m= 1 


o= ig adz A da 
例 1 MHC, ye 2) WEARER TH = r + 
a to Fy 一 2y 8 a= j, 
lo y ER, ERG = I = T Bee i, 1 


一 一 1, 即 了 为 C" 上 的 自然 的 浓 复 结构 . 易 证 
g= ds’ = 7È [dz & dz’ 十 dz 的 dz 
= 了 六 [az + ia) © Cae" — idy’) 


+ (dx? — idy*) & (dxr + idy“) ] 


一 2 [az 的 dz + dy" GÒ dy’] 
为 Hermite 度量 . 而 相应 的 基本 2 形式 为 
om 一 > dz A dz 
二 一 Å D ziar" A dy? = Star A dy? 


容易 看 出 do 二 一 $ didz A dy?) 一 一 > [ate A dgy + (— 1'de" 
om | a=1 


A dy] 二 0. 根据 2.3 g| 3,°C",J,¢) 为 Kabler 流 形 ， 
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例 2 tyr tm YO PRAHA KH Aw. = 
(Spe i © ZC BA 自然 作用 在 C" E., 即 对 每 个 固定 的 yE 


r, 其 作用 为 平移 = 十 了 zew E CRABHH Is wd y 
E PÈ w= zt y idle] = (we C"|w~2z) 为 2 的 等 价 类 ,而 商 集 


M = Cr = ilaji € cn} 
就 是 Cc" 关于 栈 的 等 价 类 的 集合 ,x:C" 一 C/T 十 ,z* al) = [2] 
为 投影 . 如 果 7+ 为 C" EAA Pth, 
T = (OC M = CP |e EU E r} 
HHA TEAR Math PA M = er ERT. A. EON m 
TIRE., CHA ABS THE C. 我 们 称 M = er A m ER 


ae 
AB. Wines’ X … X 3. 显然 , 例 1 中 给 出 的 C" 上 的 Kahier 
度量 ?在 了 对 Cr 上 的 作用 下 是 林 变 的 , 即 如 果 ?E 大 给 出 映射 y: 
C—C", z-z H y M yg = g P yt 为 协 变 张 量 上 的 诱导 上 映射. 
由 不 变性 ,可 以 看 到 在 M = r ETTE Hermite 度量 g 使 得 zx:C” 
> Cr = M ERI ee) 投影 映射 , 且 at) 二 g 此 外 ,= 是 一 
个 局 部 铀 分 同 眶 ,因此 ,在 点 2 EC" 的 一 个 开 邻 域 中 ,zi = | FR 
全 纯 映 射 , 于 是 ;由 (51)*g|: 一 g | ro 和 de fu = 0 得 到 
dolan = dim: wl = Caz) dole = 0. 

这 就 证 明了 9 AM = C/T 上 的 Kiabler 度量 ,所 有 的 复 环 面 必定 是 
Kahler 流 形 . 

例 3 设 PC) 为 m 维 复 射影 空间 , (2°, +27} 为 其 齐 次 坐 
标 : = a) E PO |e AO y= Oye ,m. 在 每 个 上， 


4 


Es zz a = 0, 
则 (ERE Eye e čr CRA BERNER = 1) Ay fay BB AB be mR. 在 


些 局 部 坐标 系 中 ,考虑 国 数 f= > WET NC LA 
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= )2S= V4 Das > 
= 和 er 
EE, E U, N V EBB 
anf, 一 dain fas 
显然 ,通过 在 UV, LS 
o=— didanf, 
(1+ >) 8) Dda A dB — X) Egas A dë 
一 一 dj Ry 


(1 十 >) aks)? 


J 


得 到 一 个 P"(C》 上 定义 的 整体 的 届 ,1) 型 形式 .下 证 do = 0. 
在 5 中 ,引进 算 符 


3 一 Da ae a= Das oe 


wey 
易 证 
d = 9 十 3{ 留 作 习 题 )， 
0 = Ë= aH I Ft Ft B+ MS 
F = 0,# = 0,3 = — ®. 
于 是 
do — 4i(9 十 本 者 In{] + > gE) 
a7 Y 
=— 4i(F3 — Bn + DEE) = 0. 
pat 
也 可 在 UY, PEE C 形式 
(>) EE) D dë A dë — Y) Ege A dë 
ay 二 一 Ai a=0 a=0 — a,f=0 
° (DIZEN 
a=0 


GER. S =1.0d8 =0,d8 = 0, RE. EON, 应 用 局 部 坐 
标 变换 
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$3 as yd 

zy 
gay 

— = 2. = ő 

E F 


不 难 验证 o, = or, 由 此 说 明 ,可 以 拼 成 一 个 P"CC) 上 的 整体 Cm? 
形式 o ACY olz, W) = 0,2,W € TOM; aZ, W) = 0, ZI E 
TM, AREA, 
OTK = a(X, Y), Y X,Y € C“°(TM). 
令 
gX, Y) = oA TF), Y X,Y E CTM) 
出 
gY, X= oY, X) = oY JX) 
=— oY, J) = olJ X,Y) = g(X,¥), 
AN 5 是 对 称 的 . 又 
gi X JY = oF. X, JY) = — of X,J7Y) 
= wo J¥,X) = g(¥,X) = g( X.Y), 
g 是 Hermite BY. 如 果 再 能 证 明 g 是 正定 的 ,就 可 以 断言 它 是 Kahler 
度量 ,有 时 , 称 它 为 Fubini-Study 度量 (参阅 [Fu] 和 [Stj), 从 而 
CP*(C) ,J,g) 为 Kihler 流 形 . 这 是 最 重要 的 Kahler 流 形 的 例子 之 
最 后 ,验证 9 确 是 正定 的 . 为 简单 起 见 , RSE UVU t, H 
Riemann 度量 为 (只 写 一 半 ?》 


g= > Gaxids @ EE 


*,f=1 


a+ iai Slats @ dës — J) ifa & ads 
a=] a=] d A=] 


= 4 - 
a+ >) 4888)? 
s=] 


G+ | go] 6.5 — S868 
-1X5 G+ fala tease 


设 gop = C1 + | Eo || ?6 一 ,uC", 根 据 Sehwartz 不 等 式 ， 


有 
a? gu = > gapti n" 
CET: aa: 
=» CL + || &o |] dagu” 一 Ua ut) (>) bi) 
a,f=1 fi=1 
== {1+ fl dol] > lull? — Pall? ll sof? 
= |lull’, 
这 就 证 明了 yg 和 ?9 是 正定 的 . 


注 1 在 例 3 中 , 令 mct! — (0) + PMC) ze ale) 二 [zj 为 
自然 投影 . 则 wm = mo 为 c" — (0) 上 的 Cr 2 形式 . 例如 ,相应 十 
Ure A 


ao 一 a*a = — dinil 十 5 5 
g=] 


S 7 


二 一 4idacn Es 一 logz’ 一 logz") 


a- Ü 


一 一 4idain Se 


a= 


{ S12) ST ae A dz 一 3 gzide A dz? 


一 一 有 一 ae 一. 
Sey 
显然 , doy = dr*o = x*do = 7*(0) = 0. MR gX, Y) = (X, 


JY), 则 
(> 2 yar x dz — ST zaz x det 


a,f= ih 


go = n*y = 4 i 


(Spee) 
a=) 


不 难看 出 , 齐 次 坐标 (2° eee 2") BY Fo OS pe Ck F Mi (2°, ter gz") — 
(2,0, PDU APC) — {0} SERB AR, E ART PO 上 的 
E 
CH — {0} CH — 10} Uz) 
x4 tz 
H 
alz) = [2] €E P(C) — P(O) Uiar) ) = aC) 


| | 
HESL [itz] 


所 以 ,从 
GNX naV) = KT) = go RY) 
= gl XUY) = a*g(UX,UY) 
= g(r, UX, a, UY) 
= glans XU ye a Ty) 
WAP AT HE Oy PO 上 的 等 距 变 换 . 由 此 和 2.1 定理 3 知道 
PCO) 的 实 和 复线 性 子 空间 在 该 Riemann 度量 y 下 都 是 全 测 地 子 
流 形 . 
例 4 i GCC) 为 Crtr h p HERET E pE Grassmann 流 
Æ, M*i + gp: C ERS pH +a) Xp 的 复 矩 阵 ; 可 以 将 它 视 
作 5 中 ?个 线性 无 天 向 量 的 集合 .C 一 "中 ?个 线性 无 关 的 向 量 沁 
ET Cr 中 的 一 个 2 维 线性 子 空间 . 因此 ,得 到 一 个 自然 投影 : 
M* ip + gsp O) —> GCC. WU M* Cp + gop) AG, (CC) EWE 
GLC pC) AA IS SY AEA ROL; C) EEL ARES Co 作用 在 
M*(p+4.p3C) E EMG +a 0O 中 ;用 px G+ Bee 
P RREME EM (Cp t+ 9:p1C) 上 定义 闭 (1,1) 型 0” 形式; 
o <= — idan det (FP). 
容易 验证 己 投 影 到 底 空 间 G. (O 上 的 闭 (1,1? 型 形式 w Aatos 
a 对 任意 X,Y E OM CTG, (CV), > 
gX, Y) = olJ X,Y). 
因为 证 群 5Cy 十 9) 左 方 作用 在 机 * 《yp 十 4,8,C) 上 保持 函数 FP 以 
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及 复 结 构 不 变 , 所 以 , 它 保 持 o TE UGH D GO) 上 的 诱导 
作用 保持 @, 复 结构 以 及 9 Big RU +e) 下 是 不 变 的 ,此 群 
Ay EHH EAE @,..(C) E- 

Ay 7 TEAR RA o HEE 2 FE RAY g Se Kahler 度量 ,我 们 用 GCC) 
的 局 部 坐标 系 表 承包 记 


其 中 局 是 gp X p SREP deg xX p BRE. 不 失 一 般 性 ,考虑 人 司 detPe 天 
0H Gr O FFF RU. PPPoA T OU BS Mop.) E 
的 一 一 上 映射. S g PiPo' ATLA OTE AO PA ey RA ip. AA PrP 
= PC + OQ) Po ik I RAS p X pH AE. TEBA 
J In det(P*P) = dn det U + GQ), 
w =— ið ln det U + FQ). 
通过 一 个 直接 计算 知 在 = 0 Sb 
g = dtrace (df dQ). 

ARAME. E O = O 8b, g RIESE. RUO + o 可 迁 地 作用 
在 Gra lC) 上 时 ,9 是 不 变 的 ,所 以 g 是 处 处 正定 的 ， 

细心 的 读者 会 注意 到 ,形式 ww 和 度量 9 是 例 3 中 给 出 的 oos 
o 和 度量 g 的 推广 ， 

例 5 下面 的 定理 2 指出 ,任何 复 流 形 上 必 有 Hermite 度量 . 
设 y 为 复 维 数 1 的 复 流 形 (Riemann 曲面 )M 上 的 任 一 Hermite 度量 ， 
而 名 为 基本 2 形式 , 它 是 (1,1) 型 的 日 在 潮 上 是 总 次 数 2 的 形式 . 
又 因 MM 是 实 2 维 的 , 故 无 高 于 2 次 的 非 零 形式 ,从 而 do = 0. 根据 
2.3 引 理 3,7 Æ Kahler 44. 

定理 2 ce PRM NEM, Z, J) 必 有 Hermite 度量 9. 

证 明 因为 OM, D) 是 仿 紧 的 , 故 存 在 M 上 的 坐标 邻 域 的 局 
ah BE BFP ES Ula E r 以 及 从 属于 它 的 C” 单位 分 解 {ps1a © 
PRRP Uap {25} ,为 局 部 坐标 系 . > 
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则 
Palaja CEU, 
Le. re M— Ty EU. ply) > OF 
TEM ER C? RE pelo 容易 验证 9 = 6.) = DS) pels a 


(M,@) 上 的 C7 Riemann BFE SH Bay X.Y € CCTM), > 
g(X,¥) = g (X,Y) + gX, dY), 

刚 g(IX,F¥) = gX, Y), El g A(M, Z, J) ER Hermite H E. 

例 6 2i 定向 流 形 MLABTRERAN 7 必 无 挠 ( 即 
Tx,r = 9). 

事实 上 ,对 村上 的 任何 0* Hl BX, 有 

Trax [IX PX] 一 JLIX, JX] — JLK PX] — [X,7X] 

一 一 [JX, X] — JJIX, JX] + J[X, X] — [X,7X] 
=—[JX,X]—04+0+ [7X,X]=0. 
RFR EX AON ANTHEA BTC ry AXA 
JX 的 线性 组 合 . 由 引 理 2 的 证 明知 ， 
Tx x= Tx ax ta 
= AT yx F aTr = ASO 4+-0= 0. 

再 根据 ?rr 的 连续 性 得 ,对 任意 X,Y E CCTM), Tx = OBR J Æ 
无 所 的 . 

此 外 ,还 有 :2 维 0” 定向 流 形 上 的 每 个 Riemann 度量 g 用 自然 
的 方法 必 可 定义 一 个 确 复 结构 J. 为 此 , 设 (Uoypo) s (erta) AM E 
局 部 定向 坐标 系 ， EEA Ay ASS mA. 通过 Gram-Schmidt EX 
EHER Co 的 局 部 规范 正 交 定向 基 {ef ed). 构造 线性 变换 TV。 
-= TU. 使 得 


n= [ra (a) 
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如 果 Upp. lz OM EM ARE BK AY DY 
线性 变换 为 Jey MOR Ue n 5 天 应 , 则 由 


eas? sini d | cos? = sing) —! | 0 | 
— sin? cosé 一 } — sin? cos: —1 0 
aa 
Ju e) = | cos = sin?! 
ef "| — sing cos En 
| cos? sing s 
T | — sind cosp) Ae 
加 cos? osing\; 0 | et) 
— sind cos?) | — 1 Of 16 
=| Q | cosd sing et) 
— 1 0 一 sing cost} \ #2 
_ | G 1 | | ef) 
一 1 0e 
ef 
= Jy AoE 


因此 ,在 fi, 门 fl, AY Fe 一 Fes 从 而 可 以 拼 成 一 个 M 上 的 整体 
CC, D ARKE J ABR J fe, = Jo, BR EE. =— 1B A 
M EARS a. 

如 果 (MD) 为 2 维 C” 定向 仿 紧 流 形 , 根 据 定理 2, 必 存在 
C” Rieman 麻 量 9g。 从 而 可 构造 铭 复 结构 /再 和 根据 定理 2, 8 
Hermite 度量 了 FLA CM, 29,7) 58 Kahler WE. 又 因为 了 总 是 无 
挠 的 及 例 4 的 结论 , 它 必 为 1 维 Kahler 流 形 . 

定理 2 指出 ,每 个 仿 紧 的 复 流 形 上 必 存 在 Hermiter 度量 , 但 
是 否 一 定 存 在 Kahler EE? 回答 是 否定 的 .请 看 下 例 

例 7 Hopf 曲面 是 不 存在 Kahle SRD RR Bee 
F. 

考虑 3 维 球面 S = (2 = l) E C l elsen 
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[aj AR 
ASXR > C— {0}, 
fle. 2,0 《ee 
TRER Z H REHE 5 XR ERRE mE Z, ER 
射 
m xR xR, 
C427, 2) — (2.2, -p m) 
FI, OS X RZ C“ RF SX S. E c ARS FaU E 
S53 XR 上 的 作用 转 为 Z 在 C? 一 {0) EEH. E m: C 一 {0} + 
C? — {0}, Cetz’ ez) — (et et 2) FER, G,A ECC,N 
Bain. GC’ 一 (0) HARA TRIE. 容易 验证 , 它 是 
无 不 动 点 的 严 社 不 连续 大 ( 在 Z 作用 下 ,点 的 轨道 是 以 了 0 和 和 co 为 
“ 聚 点 ”的 离散 序列 ), 因为 群 Z 和 丁 的 作用 与 0" 同 胚 了 可 交换 ,了 即 
有 下 面 的 交换 图 表 : 
SLR > C1{0) 
+ ¥ 
SxS = (SKRD/Z > (C~(0)/r=M 

ps Bf hea BORA. HE Wel], p188, Proposition 5. 3, 
METAR. ESO REAP. Ce RF SS x SC 因而 好 是 
紧 致 的 ). 值得 提 到 的 是 紧 致 Kanter 流 形 的 奇数 维 同调 群 的 Beni 数 
是 偶数 5 参阅 LwWel]，p198，Corellary 5.2 (0D. 由 此 结论 立 知 , 奇 
数 维 Betti 数 不 是 偶数 的 紧 致 复 流 形 上 不 存在 Kihler 度量 , 由 于 
by CM) = BCS? X SD = 1 BERR MANGE Kahler 流 形 ， 

Kodaira ( R| Kodaira j D) Bre fel REF S Xx S A AE A A 
形 必 形 如 CC? 一 On 其 中卫 用 类 似 于 上 面 的 例子 的 方法 选择 
的 某 个 适当 的 工 PERSIE Pe OY Hopf 曲面 ， 

注 2 [KN], pl164，Example 6.9 $$, c~ jB AR OS’! x 
So) 的 复 流 形 Mei, 当 ? 和 9 不 全 为 零 时 ,不 具有 Kahler FR. 
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在 这 一 节 行 将 结束 之 时 ,我 们 讨论 单位 球面 Ss" 上 的 殖 复 结构 
AQ Kahler 度量 的 问题 ， 

例 8 i$ o ARH! piii. Kirchhoff (W Ki], 指出 ， 
WES Blase ea. M sT EAR FIT RAP a Co E 
问 量 场 . 另 一 方面 ,Berel 和 Sette( 见 LBS }> EAA T Xf m 2,8, SR 
具有 至 复 结构 . 稍 后 ,Adams( 见 [Ad]) 证 明了 ,只 有 对 下 十 1 一 1,3 
和 ?7,S"t! 是 绝对 平行 的 . Adams 与 Kirehhoff 的 结论 相 结 合 蕴 涵 着 
Borel-Serre 的 结论 . Adams 和 Borel-Serre 定理 的 证 明 已 超出 本 书 的 
范围 ,我 们 只 研究 Kirehhoff 的 基本 结果 ， 

设 了 为 加 上 的 列 复 结构 R 为 Re 的 子 空间 ,R"1? 的 单位 
HÆ eE AT RL ES) EATER o eZ Eo", 
WR r e, — e 则 > 可 唯一 分 解 为 

z = æ + dy, a b ER, 56> 0,7 © 8". 


x — (t,e7e 
| — irete 


— (z,e@e | GEM .42 =e, 一 ee 时, 分解 不 唯一 1 RV, AR? 
平行 于 切 空 间 TS" 的 R"+? 的 澡 维 子 空间 ,J 为 的 线性 自 同 构 ， 
它 对 应 于 由 J 了 给 出 的 7,S" 的 线性 自 同 构 , 定义 线性 映射 a: RH! 一 


人 


a re Tr ie, YO pees te 


a.(y) = ay — be, 

oz) = az -+ Be) Wee Fe 
C RH iy FV, ER, H o GO 和 otz) 都 与 x 正 交 ,因此 ,可 以 将 
Ty) 和 0.4z2) WIE TSH R. otot AV, Pe. AH 
算出 {oD os) 4 r Oren} 为 TS"? A BE, 从 而 o RH 一 
ToS! 为 线性 同 构 . ISR FE Mo R*t! + Ret! = Tse! 为 桓 等 变换 
Ident! Ke o-a RTH! RT 一 Ide. Mi H z 
e(— e) Hit, > Qa — 1(— 1) Ae KF a2 € 8! EBM. e, 
ergeni? 是 RU 中 的 固定 基 , 则 g(te) 20 Cea) 为 TS"+! 中 的 
基 , 它 关于 z* 是 连续 的 ,从 而 档 造 了 喇 玉 上 的 一 个 整体 连续 的 基 疝 
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By. 再 由 微分 拓扑 中 著名 的 扰动 定理 (参阅 |[ 徐 j:, 第 2 章 ), 存 在 
seo 中 的 oo 基 向 量 场 ,这 就 证 明了 ST 是 绝对 平行 的 . 

由 和 枫 6 知 2 维 C™~ 流 形 53 上 具有 Kitler 度量 ,因而 它 为 Kahler 
流 形 . 现 可 以 具体 证 明 Se~ EEF PO , 故 它 为 复 流 形 , 再 由 例 
5 中 的 论述 得 出 5 为 Kahler 流 形 . 为 此 , 设 

f: S > PCO), 


[LG igl a] e+ a 1, 
jeans) = JEGO, | 二 二 0,z 二 1， 
IEC O], t+ y = 0,2 =— i. 
当 z =+ lpt, 
eee 
= "C1, a). 
FA EG Sy Lf Ag CJR] A. 
此 外 ,从 上 还 得 到 启东 ,如 果 设 
Wants ti, gou+i= ty, 
则 有 
z=" 
u? H 2p? 
5 = -一 
n? are 
rip l _ i 
ware ou + iv Zo 


PU. Z APS? — (C0,0, 一 17} FS aha hw AS? — (00,0, 
)} 中 的 复 局 部 坐标 , 且 W 一 元 为 解析 变换 , 故 N 2 ET HE 
析 ) TUE. 
现在 我 们 应 用 Cayley 数 来 构造 S 上 的 殖 复 结构 . Cayley 数 x 
= (qg) 是 4 元 数 的 有 序 对 , 它 的 全 体形 成 了 R 上 的 8 维 非 结合 
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ARR FOE AR ee LF 
tq1r922 十 (q's d's) = Ch 十 iy 二， 
Egga giga) = egga — @’ 2a’ ot + 2 1) 5 
KE, g Rae 4 CMH = (1, — p) 表示 Cayley Me = (q, 
qa) KIEJ. 则 xz = Crags -+ gpg 0) HG |a|? = gg + gege. 明显 地 ， 
zl 0, FB lz] = Sg 一 ;二 人. 通过 直接 验证 知 |zy| = Jellal. 
A cy = Oe = OR y = 0. RRA EH my E iY 
错 律 是 成 立 的 , 即 
iry) = (rr ITT = yrr). 
WME p EEH H g = 0, MPR Cayley 数 z = (hg) BH MH gi 
Fe E 4 TCR. BK Cayley 数 x = (q1.92) WARGI. 1 U: A iE 
Cayley 数 形成 的 7 SESE H ae 23 TB). E U RPE RAC) A E 
Be X 如 下 ;对 x,y E Ur, 
一 (ty) = ay HER, 
rzXy 二 xy 的 虚 部 . 
《这 是 通过 将 R 视 作 纯 虚 4 元 数 的 空间 而 被 定义 的 奴 中 内 积 和 辣 
量 积 的 推广 ). 可 以 验证 ,如 果 x,y,z E Ur, M 

(1) az =— (2,2) =— |l”; 

(2) r XK y=—y xX 2; 

(3) (2 X yz) 一 《zy X 2) (关于 Cayley RE SHA, TEA 
BEL). S = {rE Url el =1; AG PH BARE. 将 其 切 空间 
TS 与 平行 于 它 的 太子 空间 二 {y E V| p = 0} FHS. 定 
M— PARE BLAS JV > Ly EV, 

Je) Sa y. 
事实 上 ,由 (2) 和 (3) 得 到 x Xar eK aye X a= 0, l,a X y= 
~GX2y9 = 0,9) = 0 r X y E V, Ams AV. ERP Ela 
aS. 此外， 
Jp = J dG) Sex l X g) = ale X {rr X y) 
= gka X y) = TTD 一 了 Cg = skry) = Cardy 
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- 一 一 |z| 生 三 一 9 

Bp JI = J,e Je = 1.9 ASRLG ES) EMT S 上 的 一 个 到 
复 结构 , BURT RUBIA SYA AES He, BP Tr 天 
KAALD. 因此 , BRR SRE oe SG. 值得 提出 的 
是 ,不 知道 s ERG AA NEAT. 


2.5 单位 球面 上 紧 致 极 小 
子 流 形 的 刚性 


设 he 为 说 十 7 维 单位 球面 名 + 上 的 站 维 紧 致 C= 子 流 形 ,3 = 
Wel? = > > 局 表示 Cr 淄 入 MM" 一 5"+? 的 第 2 基本 形式 的 长 


a=m+}li s=] 


度 的 平方 . ELY] 中, 5. T. Yan 证 明了 :如果 平均 曲率 向 量 是 平 
行 的 ( 即 FLA 二 0) 和 

Sn/(Vm +3 — 45). a) 
则 Ag" SE Ste 的 一 个 Om Eh Set 中 . 另 一 方面 ,如 果 
M" 极 小 ,根据 第 1 章 1.6 定 理 7,S = mim — 1) s, Rp sh M" 
的 数值 曲率 .由 于 s 与 WN" 的 外 围 空间 无 闫 , 琢 5 为 NW" 的 内 兹 不 变 
E Simons (4 M [Simo ],) 证 明了 ,如 加 入 mm/ (2 一 =) 在 M" Eat 


处 成 立 , 则 或 者 8 二 OCH mm 为 全 测 地 的 ) 或 者 8 二 m/(2 一 > 
较 后 ,S, S. Chern 等 (参阅 [Cher]i.s，Do Carmo and Kobayashi) 确定 
了 St RRE S= mO 一 =) 的 所 有 极 小 子 流 形 . 即 如 果 M" 是 
极 小 的 和 

S<m/(2— =), (2) 
则 M" 是 全 测 地 的 ,或 Clifford 环 面 或 8 中 的 Veronese 曲面 


黄 小 欢 (参阅 LMoj]) 和 沈 一 兵 ( 参 阅 LSh ]) Sp RT C1) C2) E 
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的 Pinching 常数 有 所 改进 . 而 我 们 对 两 种 类 型 的 Pinching 常数 得 
到 了 进一步 的 改进 (参阅 LCXCY ] 以 及 LCX J). 

没 M" 在 Sete 中 的 余 维 数 pe 2, 选 择 5""? 中 的 局 部 C0” 规范 
正 交 基 向 量 场 e1，… ,en: ,使 得 限制 到 WY" ,向量 场 ey，… ven HM. 
WE RA ALB Cy, om + pl S hjk mm 
+1 Sa, foyer Smt p KF ERS PIREA S a, 
on+y AIT RET EH. 则 Se A SY E 


dot 一 一 > af A a. 
i 


dof == Slat A a} + Of, 
a 


Of = FSD Razoo! A a, 
ug 


K Ana 一 SacOan — Gand pee 


限制 这 形式 到 MM” , 则 
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一 一》 a = hh, 
i 
on 一 0， 
doy 一 一 dja A af + &, 
È 


1 
i, = => > Kima A a, 

2 
Kia = sw > aha — hahh) ， 


deg =— So A of + 2%, 
¥ 


Ka = Ss} Chahi — bokeh). 


(3) 


C4) 


(3) 


(6) 


(7) 
(8) 


(9) 


C10) 


(11) 


(12) 


(13) 


k= o @ o Qe. MAH EKER S = all’ = 
>) G8)? MRE ME o AL. RREO M H = 


二 ya， e = EDH + e 为 平均 曲率 向 量 场 , HE tr. = 
trace/f,. 

|e = ay Sven? 
为 五 的 长 度 . 


如 果 平 均 曲率 回 量 A 在 法 具 中 是 平行 的 , 即 Vi 二 0, 根据 
2.1 引 理 1(02), 目 六 上 = 常数 (假设 "是 连通 的 ). 假定 瑟 到 0, 令 
Fm+1 一 Hf | H | 1 则 我 们 有 


rH, = 0 (a Æ m -+ l), (14) 

ttHay, =m|| All, (15) 

wrt! = D, (16) 

Hasilla = HaHa Ye C17) 

引 理 1 如 果 aye aught sb A 2m 个 实数 ,满足 > 人 一 0， 
i=] 


则 有 
L Dj ea 人 一 加 和 三 (2m + 6)¢ Sod) a8) 
证 明 根据 Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 

[ > and, i b;)? ]? 

LDP — 8,94 

= (X) A Ct + bi + Gate} — Abhi — Abb) 

= (> jay? Lam Shot + 6C 518797] 

i 1 i 

< (2m + HCO aot) SH) 

i i 
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定理 1 ar ys ha T hR By m BEC 
紧 致 连通 子 流 形 a p > oom Se 2,4 40, H 


S <min(m/(2 一 ym/ me ey (19) 


则 ae SE Se? 的 全 测 地 子 流 形 sH 中 ， 
证 明 从 [Mo],(2. 3) (参阅 [Yj],(7, 8) 一 (7. 12) ,容易 看 出 
Dy BA me || H| X tr 再 or 和 一 SD Dr? 


Aptmt 1 FETTE f#m+1 
+m >) Gg)? — (2 — g D) WYE (20) 
fmt P— E pfa 


固定 向 量 ep m+ ID MAOD ROTD, 4 Hne 和 吾 是 同时 对 角 
型 的 , 则 有 
m I H | tr (Ans 1%) ~~ [tirC Anais) F 


— > — C Sart agy? 


i 


= Sh [pets a)? 一 KEER hh, 
tei 


= Dan gc — af (21) 


注意 ， tri, = Dake = 0, 由 上 面 的 引 理 , 就 得 
m || A jeran HD 一 [rH De) F 


= en DIRO > Ch?) 


=— S ooN o. (22) 
WE C22 FRA C20) 
>) Ae Ab 


fiztm+1 
ted 
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> 5 CAA m — im + yy 5) 一 《2 一 =? > (RENE) 


pens panel 


= >) i(n — MS), (23) 


Avtm+l 
ij 


p M = max(2— H y E S S n/M, 再 由 (23) 
得 到 
了 4 5 ch)? = D) Ciba)? +S) Bi O, (24) 


pmt! pynt fam ti 


根据 第 1 章 1.5 EES, D Oh? 为 局 部 常 值 , 则 


eam 


一 一 地 A >) ay 


emer 


= > ch)? + >) abd, 


fmt Bam tl 


nj 
74 
0 一 $) Abang 
fem +1 
tj 


> Satin yD a 


fmt i 
i,j 


_ (2 一 > D ap) 


E m+l 
iaj 


> ` a m— M5) 之 0， 且 此 时 为 等 式 ， 


panel 


于 是 ， 从 上 式 容易 看 到 


G) 当 时 > 2 一 ;二 了 时 ,有 
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bald 
Bll af = O,i,f = lom; = m+ 2,04mt p. A M" SKTE S" 
的 全 测 地 子 流 形 Set! 中 ; 


ai) f* FP <2 BR 2 <m <i ae 
天 2 一 二 ,所 以 meee, 由 此 得 到 3) OD = 0 


和 || M if = 0, 这 SERE || 关 OT 
推论 1 设 mw 宇 5, 生 满足 定理 1 中 的 条 件 , 则 MM" 在 S* "中 是 
EARI 


证 明 从 [Mo] 中 2.2 WREAK m > sat i aa 
! ,可 直接 推出 


— < fm— |, 
m3 
| 2 
PA WEA ER M" 在 St 中 是 全 脐 点 的 ， 
定理 2 设 M" m+ pE {ERE St pym HEE RDT 
形 , 即 if = 0. 当 Ss 满足 


Th (25) 


时 ,或 者 
C1) Mm 为 5"1? 的 全 测 地 地 流 形 ; 
或 者 
(2) m = 2, M? #2 S* By Veronese 曲面 . 
证 明 ot 
TM = yY, ToM = Y, {fe € T,M| jall = 13 
AY M” 的 单位 球 从 . RAVE Laat 
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TT HA BR, 

aD = ACau, Auu Yu © TM. (26) 
Al Ay TH Fe BBY WOESE R R o TE TY E u © Ta M Cn © M") 
达到 它 的 最 大 值 .如 果 O — 0, BRA = OB M” A ae 
地 子 流 形 . 因此 ,下 面 设 fa) A 0, 在 的 开 邻 域 中 ,我 们 选择 一 
个 局 部 Co 的 规范 正 父 标 欣 场 , 并 取 @ 二 u 和 在 xt 令 


Om + | 一 LEMEE TST | A Crt uo) | ‘ (27) 
则 有 
kho = 0, aer m+ l (28) 
因为 P ERK A :所 以 在 点 ty 对 任何 tyr zx" CR, 有 
of + iA reo <1 + 2) Pan D., (29) 
t=? t=? 
XF t EFF C29) iG Bll 
dang ST tan! 0， 
t=? 
ett Soothe! = p, 
Soe = 0 (FOS olay) = ole) 
= Cheyer) pkey rely 
一 >) Ht? = Gh). 
由 此 得 到 在 点 ;有 


hal = Ù (k Æl), (30) 
选择 to © M” 处 的 局 部 0 PRIR coy ,es 使 得 Mat 是 对 前 型 
的 » Bl 
Ril =O G54 3). (31) 
关于 +t 再 一 次 展开 (29) 得 到 
= P(X DAT aT 2 D O20)? 


i | 
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~ 4S) D iat) + 008) <0 


am~ li, jl 
ij 
由 此 ,对 固定 的 2 在 点 zo 处 有 
名 5 Chi; yx Ant Can! 一 hetl), (37) 


gm 十 | 


由 上 面 的 (28) 式 和 下 面 的 引 理 2 
SS hy + Di <0, 
在 点 xo 外 对 任意 :有 
AN hin S U. (33) 


假设 M 在 8 中 不 是 全 测 地 的 ,由 (27? 的 约定 ,我 们 有 
(28)— (33). 对 于 4 二 2 atie € TM 


cled = ED = maxe tu). 
ser 时 
= max 2 (Dj wa)? sE 0, (34) 
此 外 ,由 AR? = oe.) ale) = fart? |? 得 到 
Janti] = max |Agt?|. (35) 


将 (32) 对 指标 i 求 和 ,并 由 H = 0 BR Dt! = 0 推 得 
4 ` Chi PS 2 Wet Cae! ke!'y 


nm 十 1 
i 
一 - 132 1 a} 
mR — het DIM 
E 


= mm) = mole). (369) 


男 一 方面 ;从 32) 和 (35), 有 
2 > Chi: ye At Cat 一 Agel) xt (REO, 


D UD SN)? = ale). (37) 
ačh+ l 
将 (33) 关 于 i 求 和 ,并 应 用 (31), (109, (13) 和 Ricci 恒等式 (参阅 
LY 站 ,就 得 到 
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Be Dea ah 一 > Att Cann! — ans! 


= = OM Kan OR Kats) 十 ARO DA Kant 
— = Dan a a ART) Kan + Apt? Do 
= Sag —anto{— 1+ > ca? — eat} 


十 het i hi at BIRT O 


Fi 


= molei) + DATERE hh ) — eer) 2 i) 
~ ale) 2 Chatty? 十 Mat > (ae, PARES — oer) D | CARY? 


= mo (e1) — 2oCer) > (at)? — ole) ` (hgt!) 


am ] 
F 


十 2 S A ATAR (38) 


een 
将 eet lat) > — Cant)? — Cant’)? (RA (38), EE C28), €35), 
(36) 和 (37) 得 到 
QS moter) 一 ale) >) CHD? 一 oe) >) Cant? 


可 正二 十 上 
i 


— (a+ 0) >) MOREY? 


s$ m+] 
i 


> molea) — (3 + Dole) >) AY — olea) >) Y 


aš m+| 
+ 


— pofle) >) (ar)? 


wel 


= mole.) — (3 + Aole) ` o 


总 :下岗 十 上 
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— (14+ pote) > C2192 十 ute) 


-= mote) — (38 + Aa— ED (ey) > Cais) 


wee) 


- (1 Teano aoh (39) 
REPAS Oe SO tea 1 A AO a TS 
. 2  10m+4 we 
3+ T= Bag 将 它们 代入 (39), 并 由 题 说 得 到 


5m + ? a 
02> olea) tm ~ mr 2 AD + >, Ce +:32J} 


came) 


_ Sm +2. 
a= ele) (im Sp? = 0. 


Kh ote) 闫 0 立即 有 = ST Sn, BELA ATA PRR ERK 


Sit jar’ | = | 如 | GA1) 由 (37) ,我 们 知道 


So G = Car}? (40) 

ašm+ 1 

将 (40) 代 入 (32) ,容易 看 到 
pet) = aml, ise, (41) 


但 是 ,0 一 Slat = ant — Ga — Dart! =— Cm — 2a BS 


i=] 


m= 2. PAE AEE RIE Sy HO 1a 1. 6 ERB 7 MP 


Riemann AME = = 了 [2(2 -- D+ 2 iH ||?— ia l|7jJ=1 


— Ss 1— fe P= s. Lay eae eB St HAY Veronese 


曲面 
引 理 2 2 Cain? + D hihi <= 0. 


证 明 km = ee € TM oa E M", 对 任何 4 二 Sye € 
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TuM, wi) A Me 中 满足 pCO) = ay (0) 一 2 的 测 地 线 . 将 而 
沿 aO 平行 移动 得 到 局 部 C™ p IH a) = DP be 满足 (0) 
一 ,再 令 | 

oe) = oC) = CAC) rt) AO) GQ), 
由 极 大 值 条 件 便 得 


= Ü, 


t= 


d 
qe? 


Sot) | <0, 
也 就 是 
Fyn ho OLED AC.) CL) fino = 0, 
Vy V yc dela) otal) AGR ED pd) e= SO. 
于 是 可 以 推 得 
Chae) A CW 29) oD CO)? [eno = 0, 
VRC) mt 7A | [220 
+ OV VAD OG) BD, FA) y(t) RCE GD) [0 SO 
FE to ARS ya) = ei, 则 由 上 式 即 得 
> + Di < 0. 
推论 2 $ Me Ay oot pA m HE AR NIE. MUR mS 3 
和 SC) SS im, 则 M" 是 全 测 地 的 ,其 中 m 为 定理 2 的 证 明 
中 的 特殊 点 . 
证 明 CRD BR "不 是 全 测 地 的 , 即 te) 0. 由 此 和 题 
设 不 等 式 得 到 


0> o€e){m — 2% + 23(z0)) > 0, 
Kit 
o m+? 
Sir = 5m 十 g 


231 


用 定理 2 证 明 中 相同 的 方法 ,有 at AG 1) = 
Sant) = ant! — Gm — 1 ant) =— Cm 一 2) et) ERR om = 2, 1% 


Si m > 3 HT. 
为 了 改进 Simons YW. RH Hl we 
olu) = (hlu) hs), Yue TM 
构造 新 函数 
fix) 一 max || Ausu) — kiwe) || 2 (42) 


显然 , M" 是 全 测 地 的 So = 0. Alto BEM" BGS MG A 
数 , 而 下 面 的 引 理 表明 f 为 衡量 M" BSR AHR. 

引 理 3 wm 是 全 脐 的 of = 0. 

证 明 参阅 第 2 章 2.1 引 理 36). 

Rta E M ,假设 


f(z) = | hCugs to) 一 h(nos Vo) il 7 z 0 , tios Vo E Tao, (43) 
在 zx 点 处 ,选择 适当 的 规范 正 交 标 架 {e} 使 得 
ec = -oo — h(v500)] (44) 
RER Garn 满足 
nat! D> apt ee aD, mt 0GA) U5) 


在 这 样 选 择 的 规范 正 交 标 架 下 ,如 果 一 Dren = Dye 则 
FE) = || RCuorta) 一 下 (poypno) ||? 
| D ee! — yy ae I? 


tl 


| > ar 一 p eas |? 
ii 


= { LG)? — Gert} S Cate! D, 
因为 || Alere) — Elemen) |] 2? = (C1? — OF ath + (0? On} 
一 《At 一 ha Y, 所 以 
f(z) = (aR? 一 Atty’. 
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如 果 取 ww 二 az = ems DUE LATHE EE RT. 由 于 
在 [el ye — h(ten sén) 和 如 mm 一 上 平行 ,就 有 


h = 1， (46) 
1 1 
it Ve TM, HARE = 一 一 一 i+ } € TiM, = 一 一 eT S| 
RY eise 显然 ,uw 7 e e; v 5 e é 


€ TuM., 则 
>) Lae) = || alese I? 


l apop, ae — 2) |? 


V2 v2 


[aia vu v) |? 


= | ac 


i 


ee a| 


|| u,a) — Aew) ||? 


(7). (C47) 


在 上 ,由 
H yes 一 一 X kohi (48) 
定义 cr KEH H = Ha) AE, ZEEE RIE CRP. 


F= Catt — fee)? 
= CANE H CARED? — Zh ae 


= D Y + >) 0? — 2 Y hon 


= Hai 十 Fineman 一 Fijn (49) 
记 
ACI mm) = (ANDi: + CAR Daman CAH Jimms (50) 
其 中 4 为 上 的 Laplace $F. 


引 理 4 M" A St hy mE co RD TRE e © MFC) 
Æ 0, 则 在 zx 点 处 有 上 述 所 选 的 规范 正 交 标 架 , 且 
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DLAC ym) D> CR? — aat D? 一 <9), (51) 
(29 aR Sa) = = Aca) ac om) 站 0 进一步 (b) 27 ACL) 


=0,BAS=5h 

Ast = Q, iz l,m 

he = 0, (i,j) y Clym) (52) 
m 
p 

WAR (1) HVA = C80 Al VR = Chi RID k | BA 

2 阶 协 变 导数 . 从 第 2 SEAS FE st A PY Laplace 的 公式 (参阅 |Simo J, 或 
Cher i», Do Carmo and Kobayashi，(2.9) 一 (2. 203), A (48 LCX ] ) 


SU Gt = ay? = Canty? 


FED i 一 DO [kittu + Co 


LAH Junan = ` [tent en 十 Chim] (33) 


aye 


CAH 一 >) [RR me Cath) H hiim] 


at 


Zot 


Bie! = = mbps! 十 Dy eR 一 WE hike 
= 2D] Et A ca? 
Dy iial = == matt! + > (anti =- ARTO hanhi 
— 2$, Canc! Ch 
因为 4" 是 极 小 的 ( 即 SD ae — 0)， 故 利用 (45), €46),(53) 91 (54) 
可 以 得 到 | 
ACL ym) = SAH) aa SAD an -o CAF Dames 
= Y ha + OD] 十 >) Damhin H i) ] 
- >; LAP Mansi 十 Sed 十 R | 
= Dy Cah, — him) Afia — hamd H D iu 一 Hem)? 
六 > 一 外 DC — ah 
= CATT! — kB)? {ame + Dy Cai ve RETR) 
— 20K! - ~ Wiis) >) Cr L pD Cag)? 
+ ZORE! — Kaa!) ÈG GREE — AR D a 


me (A 一 aE (n $ 2, h 一 hg Agt) 


— 2AT) — al) SS) Ga 一 ae an)? 
ie 

+ 20? — nett) >) Cans! — Re DO GRY 
4.1m 
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= (aT! — Amt 24 ~ 2 GE)! 
— 2>) ty? — 25) Gan} 
ait | a, 
f(r) {mo S — 25) Ch)!)} 
>fl- 3 — 3} 


= f(z) Cm — 25), 


其 中 最 后 一 个 不 等 号 是 应 用 (47) 通 过 下 面 的 推导 实现 的 : 


2 之， Bin)? << Lan — Y + Y, ad? 


TEAR 24 aa] + S* n)? 


1 
< 方 8. 


(2) 如 果 S) < 2m , 则 


(a) ACL m) > fæ) [Em — 397 > 0 


($5) 


(56) 


Co) 车 401,m) = 0,1 m — ŽS = 0,818 = 2m, 县 (56) 为 等 


式 , 即 
Slr) = 25) Gin)? + Catt)? + CRE)? 
由 此 和 S) 的 定义 得 到 
pet = 1 i -天 l ym 
hi; = 0, (259) z (l,m) 


Soi)? = CAN? = Gad)? = T 


清楚 地 ， fir) J M" EHER. 关于 了 ,有 与 [Caj,Lemma 3 


相同 的 结论 . 
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引 理 5 设 "为 Sm"t? 中 的 m 维 0” 连通 极 小 子 流 形 , 如 果 在 
M ESS Sm fo) EM 上 为 常 值 函 数 ， 

证 明 固定 x E€ WM", 设 0 为 xz 的 割 迹 内 某 个 开 邻 域 ,y E Ua 
uly), oly) Ape = ulr) ,ea == oz) AER 2 E) y Aa E H R FEIT 
移动 得 到 的 型 " 的 切 向 量 . 定义 

gy) = | Cay) ay) — BCH) oy) F, 

则 

Ag; Cx) 

= ALH Cuky) pulg) uly) 十 Hv) vy) ,oD eG) 

一 2H (ala) uly) ey) ey) j=: 

= AC1,m) 《由 (49》 FI(50)). 
如 果 fo) 天 0, 从 引 理 4,401.) Sd; mR f(x) = 0,8 22, 
1 5 BE 3¢6) 2602) = 0 CY ay, BILR(52), KBB AC.) = 
DR 一 Mimi)? > 0. 

对 于 连续 畏 数 的 Laplace ,我 们 有 推广 的 定 六 

ADG) = c limf f/f 1 一 fo) 


其 中 c 为 正常 数 ,B.Cr) 为 中 心 在 *, 半 径 为 > 的 测 地 球 , 从 该 定义 ,了 
在 M" 上 为 次 调和 函数 SAFa) 之 0 r€ M AA ge) = f(z) 
AU, tog Sf APU AP (2) 二 《dg (2) = ACL m) 之 0 因此， 
f(z) 是 次 调和 的 ,从 而 了 在 M" 圭 是 常 值 医 数 . 
定理 3 设 M" 为 8"rrCp 之 2) 中 的 m 维 连通 紧 致 极 小 子 流 形 . 
如 果 在 NM" 上 处 处 有 8 志 忆 m, 则 WM" 必须 是 全 测 地 的 或 是 Veronese 
曲面 (参阅 LCXj). 
证 明 从 引 理 5 知道 f(z) 在 M" LEAR. 如 果 f(z) = 
0, Wy Mn 是 全 测 好 的 :假设 ftz) A 0. 由 引 理 4 和 5， 
CAF) (a) > ApC) = A mm) 2S 0, 
AC1,m) = Q, 
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从 而 S = Sm HAL (52) BLS BEBE EH (10) 13), (44) , (45) , (46) 


到 
Ka] 十 >》 [本 — 7] 


l, t= 2,--,m— l, 
本 1-3 i = m. 


Kmm= 1 + >) iha — G] 


l, t = 2, m — l, 
1 一 亚 i= 1. 


2 7 
Agu ` (Riah — ARAL) 


一 Pi hn, pomtlisom, 
0, 其 他 情形 ， 
利用 这 些 结 论 , 并 直接 计算 得 到 


DA'M Arti 一 
SA hani = 0 
N Minhin = 0 


另 一 方面 ,由 S= Sm 为 常 值 , 就 有 
0 二 AS 一 S) Ca)? 十 > kohin 


Arla frk dats jr 


= >) Ga? + Da Mi + 十 Dy has each 


CPR TEFL 


+2 D Hino 


|= o = m + l; = m, 
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(97) 


(98> 


(59) 


(60) 


一 > (hia)? 
这 就 蕴涵 着 如 — 0 (Y eijk) E M" AB ERER OG 
的 . 
因为 满足 (44) 一 (46) 的 规范 正 交 标 架 (en) 是 在 M 的 每 个 点 
处 选择 的 , 它 可 以 不 是 局 部 c= 的 ;但 是 ,对 x E M", 规 范 正 交 标 架 
fen} 可 沼 满足 (0) 一 = 的 任何 测 地 线 yO) 平行 移动 ,因为 


ie = © (C01 50,) seus) = 0, j= 2,°,m—1, 
MR RARE 2 © M", 
dat '(z) = 0, j= 255m — |, C61} 
同 理 有 
dèa! = 0, j= 2, m — l. (62) 


从 M" 的 结构 方程 ( 抑 LCCK] 和 (61)) ,对 2 委 J 委 只 一 1 有 
o= dati = Sante + 用 一 Slatiog 
t : F 
= Ai s (63) 
a= 0, j= 2, em l. 
同 理 , of = 0,7 二 2,… ym 一 1, 此 外 ,从 Cardan 结构 方程 得 到 
da! 一 一 > Ao+tol Aw, j= 2,0 .m— l. 
从 而 
o Ao = 0, j= 2,0,m — 1. 
因为 由 yo 是 规范 正 交 的 ,所 以 必须 可 一 2. 
Fm = 2, frp & = A M” = A? #y Riemann 截 曲 率 等 于 


= ACI 的 结果 ,Mt? 必须 是 8 中 的 Veronese 曲面 . 


注 1 定理 的 另 一 证 法 可 参半 LLL]. 
关于 定 埋 1, 何 太平 在 下 面 的 定理 4 中 (人 参阅 [ 何 J) 将 5. T. 
Yau 所 得 到 的 Simons 型 常数 m/(/m + 3 — ae 改进 到 


239 


2 Ym 一 1(m 2 8) PEA RR ETE Hah To Ee UL fal > 
3K. 

定理 4 Mm HEARS PAA AES EITE 
FR [ey A m EC? 紧 致 连通 子 流 形 . 

C1) Bm 8, atm 3A e282 Ym — 1, WRF S 
= m | 下 外 ,此 时 ae So 的 全 测 地 子 流 形 oO DSR, 
即 M" SS RR on MERE RAS em | E :而 5 二 2 Ym 一 1, 此 时 
Mey 5"+? 的 全 测 地 子 流 形 S 中 的 一 个 吉 一 1 维 常 截 曲 率 流 形 
M. 和 一 条 曲线 M EF M X Ma 

(2) MR 2<m<7,9< Emn M SY BE M" 等 距 于 
一 个 m 维 球面 . 

Al 何 太平 还 答 出 了 一 个 例子 ;说明 定理 4 当 允 之 8 或 nn 洋 
3H p<2h.8 = 2 Ym 一 1 ERER Simons 型 Pinching 常数 . 

设 5"(7) OR" 中 的 以 原点 曲 为 中 心 ,? 为 半径 的 m 维 球 面 . 


= §™'¢ | 一 一 一 一 一 )， M, = St /一 一 一 一 一 )， 
1 十 《mm 一 1 三 1 + tm — IDF 


按 下 面 的 方式 将 MX MRA SPR Ge) © MK MRE 


ut 或 vy 是 R"( 或 Rt) 中 长 ay J 或 
E+ Gn — 13°F 
/一 一 一 二) 的 向 量 , 视 (u,v) 为 Re+* 的 一 个 单位 向 量 , 同 
] + (m— 1)r 


[Cher], Do Carmo and Kobayashi 中 的 讨论 可 证 ,Mn X Ms 是 S"+! 中 
具有 非 零 平行 平均 有 曲率 向 量 , 且 S$S = 2 vm 一 1 的 紧 致 子 流 形 ， 


第 2 章 习 题 


1. 在 2.2 例 4 中 , 设 ds 为 8:(1) 上 的 标准 度量 张 量 . 证明 
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令 
Mi 


gtd = dr &) dr + dy GÒ dy + dz & dz, 
从 而 推 得 # 为 2 等 距 漫 入 . 
2. 验证 2. 1 中 第 2 基本 形式 长 度 平方 & 一 D>) 0%)?, 有 H(z) 一 


D As ee SLE TE ERE e, renasentista RE HM 


(i ype tt One Ona pa tt mts ) 的 选取 无 关 ， 
3. HEAR 2.1 引 理 5 证 1 中 的 等 式 : 
CRUX, YS) = R! (X,Y)E + RCAX), Y) — ACK, AY) ). 
4. (Msg) = (Mpg), (Msg) 为 C™ Riemann 流 形 ,p: M > 
M 为 C” SRB R A R a MM BRE XYZ W A 
M i] Cw 张 量 场 ， 
dg(X) = X,dpl¥) = 了 ,dp(2) = Z,dp(W) = F. 
Duy 
dp(Y 7) = VF, 
dp ROX, YZ) — AI, PZ 
= R(dp(X) ,de(Y) dplZ). 
K(X,¥,Z,W) = 9(X,R(Z,WY) 
Ro (X A Y= Boyde (X) A de(¥)) 
= R(X A Y). 
5. SCORN LY rs! E SPA PP OAH TLS" ATS" 中 
BY 2 维 平 面 . 则 存在 一 个 等 距 mw:8" 一 SS", 使 得 
plr) = af 
H 
dp(P) = P. 
由 此 得 出 s 具有 常 Riemann 截 曲 率 . 
6. i$ MyM AIC” Riemann 正则 子 流 形 , 则 并 为 再 的 全 测 地 
子 流 形 S PA TM RF M ty Levi-Civita KV 是 平行 的 , 即 沿 每 
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条 4™ PHAR yy: LO.1 J > M.A 
PCT yen) = Tay Ms 
FER Pr A yO 的 平行 移动 . 

7. MAM ch Sh THE EE MOXA YOY TM H 2 

维 平面 , 则 六 A 了 分 别 关 于 并 和 六 的 Riemann 截 曲率 ,有 
ROX A ¥) = ROX AF). 

题 8 一 11 可 参阅 [XX]. 

8， 设 M"(m = dimM") 为 CRiemann 3% #6 (M *, 9) 上 的 
Riemann 正则 子 流 形 , 则 对 ¥ pE M" VEE pE at 中 的 局 部 举 
IKR U, Bey BD AB mA (34) 使 得 

D NAM = lg EIE = 0,a=mt l,m t+ kh, 

并 且 ae gS) A U, N M 的 法 空间 中 的 一 组 基 

9. i amy Ci" g) 的 上 Riemann Ae M) ae EAE —c™ 

H Rig X WAT A 
X = gradf|u 
Hop f E Ch CHR) fla = 0. 

10. 设 CM",9) ACM" 4g) HY C7 Riemann 正则 子 流 形 ,7 E 
CeCe R) ,9 = eg. 证 了 明 ， 

(1) he = eT 的 — elfi), 

He = e UC -— Dek fren) » 
其 中 (ea = m+ tonom +k) Ape al PAY A IE EE, I H 
六 分 别 为 M" RFA o ALCP, D 的 平均 曲率 向 量 场 . 

(2) CM",9) HC 9) 的 全 测 池子 流 形 全 局 = elf) òg 

(3) CM", g) 全 脐 点 SM". 全 脐 点 . 

(4) 如 末 存 在 了 E C°CM.R) fle 一 0, 使 得 CM",g9) EME, 
D 中 的 平均 曲率 向 量 场 He) = grad flay 证 明 在 点 态 保 角 变 形 y 
= eg 下， (Mog) WE, p 的 极 小 子 流 形 ( 此 时 , BRCM" p 为 
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CM". p WIFI f RDS). 

(5) 当 Mh Me BS AE UP s Cat) Ag) 的 
拟 极 小 子 流 形 . 

lh. 任 一 C0" 流 形 WW* 均 可 视 作 CR™+',g) 的 拟 极 小 正则 子 流 

12. iR M Æ Riemann RHE N c WY SAE SIE Ro 中 的 具 
有 党 Gauss 曲率 的 极 小 曲面 , 则 或 者 M FEE MU aR RE o> 0 EL at 
是 Clifford 环 面 的 开 片 (参阅 [LChen Ji» [L Ja). 

题 13 一 14 可 参阅 [Simo |. 

13. (Simons, 1968)i% M A% gH SR e A m + op HE C™ Riemann jit 
FEY m AE C™ 定向 团 极 小 子 流 形 . 则 有 

| [ke — +s — me} Sdr = 0, 
其 中 号 一 2) (hi)? 
14. (Simons, 1968)1¢ M A m + p SER ER IAS m BE Co OAR 
小 子 流 形 . 如 果 MANE eA M 上 不 等 式 
a CS 1 
Sm/(2 7 ) 
处 处 成 立 , 则 
3 tt 
S = m/i? F ). 

15. (Chern, do Carmo, Kabayashi, 1970) Clifford 极 小 超 曲 面 
和 Veronese BAIA AS FF HE om SER (VER ES = me / (2 一 >) IAP 
极 小 子 流 形 5 和 参阅 1LCCK ]1). 

16. 设 eA Se) 中 紧 致 极 小 超 曲面 ,其 第 2 基本 形式 的 长 度 
平方 S( 或 数量 曲率 ) 为 常数 . WW S > mF, S > m + om — dy HERD 
co L. HERH, H S > m > 17 A, S >m + Lp (参阅 [YC], p89 
— 100). 
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17. Mm 为 st 中 紧 致 极 小 超 曲 面 ,其 第 2 基本 形式 长 度 的 平 
方 $ 为 常数 . 则 当 MBA Riemann 截 曲率 不 小 于 一 时 ,以 下 两 者 
必 有 一 成 立 ; 

(1) M" 为 全 测 地 子 访 形 . 

(2) M" 为 Clifford 环 面 . 

题 18 一 20 可 和 参阅 [MXY |]. 

18. 设 "为 5"+1 中 紧 臻 极 小 超 曲面 ,其 第 2 基本 形式 长 度 平 
方 8 为 常数 .如 果 M" 的 Riemann 截 曲率 不 小 于 一 二 于 p a 
必 为 Clifford 环 面 或 全 测 地 子 流 形 . 

4 n= 3 Bf, HE Riemann 截 曲 率 不 小 于 一 1;, 则 MM? 必 为 全 测 
地 子 流 形 或 Clifford 环 面 ， 

19. 设 "为 58"+! 中 紧 致 极 小 超 曲 面 ,其 第 2 基本 形式 长 度 平 
方 8 为 常数 . 如 果 Me 的 Ricci 曲率 大 于 (m 一 3) + 5S < 


m+ 
20. M* 为 Se) RER, KR 2 基本 形式 长 度 平方 5 为 常 


a. 当 m = 4,Ricci HAA FO 一 3) + r tae m > 5， 


Ricci 曲率 大 于 (人 m 一 3) + z T3 二 3 Ht. 只 能 为 全 测 地 子 流 形 或 
Clifford 环 面 . 

21. GEM = BY = {2 = (myt, En) | SHL) CR" 为 单位 球 ， 
XXL HH Riemann 度量 为 i 


D= 5 = 下 
按 下 面 步 邓 证明: (MM ,g) 为 党 Riemann # 6H 48 — 1 BY 0” 56% 
Riemann 流 形 . 


Dd GO dxi. 
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(1) s 为 曲线 y;[0, + co) — B", 6s) = E5440 seer 50) KIR 
长 ; 

(2) y([0, 十 ce)) 为 由 

Cista pt stm) 【一 了 or — Fa) 
所 给 出 的 等 距 所 一 Bm Be. 因而 ,根据 第 2 章 21 定 理 3， 
> 为 一 条 测 地 线 ; 

(3) R” 的 任何 正 交 线性 变换 4 限制 在 下 上 时 就 成 为 双 曲 
Riemann 度量 的 等 距 变 换 , 于 是 ,4(y):[0, 十 00) 一 B" 也 为 测 地 
线 ; 

(4) (Mg) = (8",¢) EC” 完备 Riemann He; 

(5) pe M = BTM = 7,8" 5 RSE. iH E H R" 
PAA 2 PE PR hA EET EG PEAS T 
HEr p = 0, ER ERE ER). SR = ED 
ETE RE HAI) BRAT Cee} > Ce, —e Ce E Bre © EL) EB EW 
Pie Hl TE et BEL EO) BF" 为 BP Be. 根据 第 2 章 
2.1 定理 3,8 N EA 所 的 全 测 地 子 流 形 ; 

(6) 存在 R" 的 正 交 变换 4, 使 得 ACE) = R? = (e,t, 

"O zzz € R), PAARI 章 题 6 得 到 (M = Bog) 的 
Riemann 截 曲 率 为 一 1. 

22. (Takanashiy 1986) 设 M 为 Euclid 43 [A] R 中 的 m 维 极 小 子 
流 形 . 则 的 Riecci 张 量 是 羊 负 定 的 ,县 4 为 全 测 地 的 充 要 条 件 是 
它 的 数量 曲率 为 零 ， 

(NTa j, L Chen |,,p76,Theorem 2. 1} 

23. (Bernstein) ig 2° = 2°(2',27) A Euclid 空间 R? 中 的 极 小 曲 
面 , 则 2°22) 为 z A x? Eee, 即 极 小 曲面 为 及: 中 的 平 
面 . 

著名 的 Bernstein 问题 是 : Rt) 中 的 极 小 超 曲 面 rt 一 
xe} (Cat yore yz") EF APA AY ree a" EMA TE OMT Foam 雪 
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7 [a] FE EA Cm = 3, [Gi] pm = 4, [Al] mm = 5,6,7,[Simo],). 而 
ASF om > 7, PAE BE BY CLBGG ]). 

( & |B] [Chen }..p76—--78} 

24. 构造 SCD PAS HS 6h SY ER hh i 
({t].). 

25. 1% M X Buclid 空间 R' Pay m HE Ce ENTHE. oR M 
在 R' 中 关于 点 0 E REPERE X Ef FEE A, 
MABAR 中 的 极 小 子 流 形 或 者 为 R' 中 以 C 为 中 心 的 小 超 球面 . 
的 极 小 子 流 形 . 

(参阅 LChen ],,081—83, Corollary 3. 3) 

26. 2 MW n tÈ Euclid 空间 CR",9) 中 的 m 维 0™ 闭 正 则 子 流 
OX AR PHM BR. YM EF OR) 的 平均 曲率 向 量 .证 
明 ， 

(1) 4g(X,X) = 2m(l + gH, KY), 

(2) MM 包含 在 中 心 在 点 c € RHR PH LARAPHRER 
{EEE GC, X — c) > 1 RGAE ~ 0) S— 1 Ababa. 

以 下 题 27,28 可 参阅 [PT] p36 一 38， 

27. E X; M*— R"! 为 C 秋 入, 它 是 连通 的 全 脐 超 曲面 (m > 
1). 应 用 外 微分 形式 证 明 : 

(DA=H@)g HP AG) ‖ = e HRs 

(2) XCM") 或 者 包含 在 R" RED Rea RT BY 
BRA. 

28. i X: M" 一 RH A Co EU IEE. ES 
k= Hg HVA) = 0 则 或 者 

(1) H(z) = OA MAAE RY 的 m 维 仿 射 子 空间 中 ;或 首 

(D X + (A/a) 为 常 向 量 xwo; 其 中 a 一 |Ha | BM eae 
R+ B m SRH F. 

29. HERR 27.28 中 的 RH LR peA Smt) se ae Het, 
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H"**《 其 中 H"*+* 一 ix = Ore ttts Engi) E R™' lr, “> QO}, g = 


=} Sac, @ dx 为 常 Riemann AR 一 1 的 空间 形式 ). VE A 
的 结论 . 
30. 通过 一 个 直接 计算 ,证 明 :2.4 倒 4 中 ,在 台 三 0 处 有 
y = 4trace(dg'dg). 
ERARE? = 0 Ab g 是 正定 的 . 
31. 证 有 明 2.4 注 2 中 的 结论 ， 
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第 3 音 ”Jacobi 场 、 变 分 和 极 小 子 流 形 


在 这 一 章 中 ,我 们 应 用 测 地 线 定义 了 指数 映射 和 论述 了 各 种 
完备 的 等 价 性 . 证 明了 完备 C”Riemann 流 形 中 任何 两 点 必 有 一 条 
最 短 测 地 线 相 连接 ,由 此 得 到 exp T, M 一 M 为 满 映 射 - 

我 们 知道 ,最 短 曲 线 必 为 测 地 线 , 而 测 地 线 局 部 为 最 短线 . 由 
长 度 第 1 变 分 公式 ,yy 的 测 地 线 相 当 于 vy 为 长 度 旺 数 的 临界 道路 ; 
而 由 长 度 第 2 变 分 公式 ,如 果 沿 测 地 线 Oa Vib RHPA 
ye) sa 之 cc 之 56， 则 ?不 是 连接 al) A yp) 的 最 短线 . Bonnet-Myers 
定理 指出 ,m 维 连通 完备 0” Riemann 流 形 , 如 果 其 截 上 曲率 下 之 ec 
0 或 更 一 般 地 ,其 Ricci 张 其 是 正定 的 , 且 任 一 特征 值 2 六 Cm — 1)e 
> 0), 则 于 是 紧 致 的 , 它 的 直径 区 1) 所 wy Ve BRR mM) 
是 有 限 的 . 

从 长 度 第 2 变 分 公式 目 然 引 人 Jacobi 方程 

Vex + ROX.) =), 
而 满足 此 方程 的 X 称 为 Jacobi 3%. 应 用 Jacobi 场 , 我 们 证 明了 
Cartan-Hadamard 32 #2; RAJEE HER Co Riemann 流 形 没 有 闪 
HA 由 此 ,在 第 5 AEH T E Co AGP R". 

类 似 地 ,由 体积 第 1 变 分 公式 , CRA JM — M FEI RT iit 
CHR UVER EFH HEH H = 0M AT AE. 
为 进一步 研究 子 流 形 的 悼 积 的 极 小 性 ,我 们 建立 了 体积 第 2 变 分 
公式 .在 本 章 的 最 后 ,我 们 给 出 了 Morse 指数 定理 ， 
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3.1 测 地 线 、 指 数 映 射 和 
流 形 的 完备 性 
OM, G ym HEC Riemann WL ov: [4,5 | > M 为 测 地 线 ， 
Bl Vey = 0, 则 
Íy, y) = Vy = 20,7) = 0 

及 “速度 向 量 " 的 长 度 Wy) = Gv" y EA. EMER 
数 

ohn ly | @—a) 


Ay i WBE oR RE ER = 


ly =i 
设 EEEE ii Ay a BS A te FR y 的 局 部 堂 标 为 aid} y e, 
a"Ct). 7 TEASE BT BE 
= -十 Mane atte ge ee OES Ieee me. 
引 理 1 对 每 个 PEM, 存在 ? 的 开 邻 域 已 和 六 0 后 得 对 任 
何 9 世上 及 任何 了 EE TAM ,有 Xl <e AE- KMH k 
¥x2 07 2,2) ~~ MM 
满足 jx(0) = p EO) = yO) = X 
证 明 由 2 阶 常 微分 方程 组 解 的 存在 唯 -“ 性 定理 ,存在 7 的 
FE AB U ADR oy eo > 0, 使 得 对 任何 9 CU REE X ETM, || X || 
<L er 有 唯一 的 测 地 线 
Yx: (— Že, 28) — M 
WER: 7.00) = gp EO = HCO) = X. 
设 c EER RK. SR, AR t — pC 为 测 地 线 , 则 i 一 pyleD 也 
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为 测 地 线 | 

取 Q << e <i eves, Wl] 4 I x | 三 和 Jt | < 2 Ef, | X fe | < 
pest | <2 Zen 

因此 ,可 以 定义 valO 一 Pav Cet. 

定义 1 设 XE TM, y:[0,1] > AWER pCO = pO 
=wv(0) = X, BWA) CM M eX 表示, HREAUAS XH 
指数 . 引 理 1 指出 . 当 | X | 足够 小 时 ,exp,X 是 定义 好 的 ,但 对 较 
大 的 Il X 1 ,exp,X 未 必定 义 好 ,然而 ,只 要 定义 好 ,expyX 总 是 唯一 
确定 的 ， 

根据 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 知 , yD 一 pee), BEL 


MERE p E M, E X E TM, exp 已 经 定义 好 , 则 称 
CM.《,)) 是 测 地 完备 的 . 它 等 价 于 每 条 测 地 线段 v: [a,b] > M OT 
以 延 拓 到 无 穷 测 地 线 


v: R — M. 
关于 指数 映射 exp, 有 下 面 的 
5| 理 2 对 每 个 p€ M. 映射 
Caa XO — exp, X 
在 点 人,0) E TM ASE PISR Cry pE HE C 的. 
证 明 ipe MECT MH pH, {rr 为 其 局 部 


_ 、 h,a - 
坐标 系 , [r rra, A 3 a E TU =TM 关于 
1 二 } T 


TE C TM 的 局 部 坐标 . 

设 yalia) = exp X 为 过 点 ?9 滑 关 方向 的 测 地 线 , 它 是 测 地 线 
方程 (2 阶 常 微分 方程 组 ) 的 解 ,C” 依赖 于 初始 点 和 初始 方向 ， 
因此 , Cg.) 一 expyX 是 C* 映射 . 

引 理 3 MRED pC 六 ,存在 7 的 开 邻 域外 和 数 * 盖 0, 使 得 
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C1) FETA ag E WADA M Pate BN e a Ee 
线 相连 接 ; 

(2) 该 测 地 线 Co 依 藉 于 两 个 点 , 即 如 有 果 > exp CX) 01S 
1 是 连接 g 和 9 UHR. MC. XD E TMC” RPF Cgo: 

(3) 对 每 个 9 © WRT exp, HTM PAY e FT ER CO [E] RH BR 
FFU, DWE. 

证 明 ”考察 Cr 函数 FV 一 MX M,F(g,X) = (g,exprX) ,其 
中 下 如 引 理 2 中 所 述 . 记 {1 er at chee oth UK UCOMX ME 
的 局 部 坐标 , 则 下 在 tp,0) 处 的 Jacobi ERE AY 


| 
ivf 


pp 
9 0 
g a a 
dr = an + ori 
因此 ， FE (ps 0) Ab FAB Sp BY. 


AW RR ee PES, F e” [el RR Cp D E TM BO SESH SIP 
= (Wla E Ë, | Xi 之 2} CV RAG) CM X MATE 
Bi PO) EER p ABE A) BFE BW PC) WX w. eit, 
立即 得 出 (1), (2) 和 (3). 

引 理 4 在 引 理 3 的 5 中 ,过 4 的 测 地 线 是 超 曲面 

S,(c) = {exp XIX E TM, || X || = ct} 
AY iE Ae BER. 

WA Kt XO ATM A Cy HAA LX f= 1. 

令 
I, D =exp,@XQ)), Daraa 
显然 ， 当 Er fe, 4) 为 测 地 线 , 即 V 了 一 0. 又 因为 
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af y _ _ ， 
fy = ‖ xw) || = 1, 所 以 


or on ar 
14 af af - 
2 dt or ae 
于 是 
dof A po, OH A of of 
— in 3 — 
= (0,57 + 0 0; 
a 
(Ft) 与 A,R 
(FD) = ZY ly = 0, 


pa 


超 曲 面 5S,Ce) 的 正 交 轴线 . 
引 理 5 设 w:[a,8]j 王 4 一 {19} 分 段 07,w(2) 可 唯一 地 表示 成 
expr CX D Ar TL, | XC) = 1X0 € TM. Bl 


[Ee 


ASS tar ert) 是 单调 的 且 XO EA HE. 
因此 ,连接 以 ? 为 中 心 的 同心 球 壳 的 最 短 道 路 是 径 阿 测 地 线 . 
证 明 i fir, D 一 exp(rXG)), af) = fir, D = 


exp,(rC@ X43), || XD) || = 1. 
TEIE 
a yr + 

EEE 


IŽ op | ŽS rol, 
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HEFER > af = SX (H) = 0. FE 
[i SS aes f te eo tae | Cat] = |r) — ral. 


ASR era) BIA XG) 为 常 问 量 ， 

定理 1 设 几 和 如 引 理 3 中 所 述 ,9 2 E Woy: 01] M EÈ 
连接 了 7 和 和 的 长 度 小 于 的 测 地 线 ,o:50,1] 一 籽 是 连接 ?和 9 的 
任何 分 段 Co 道路 ,LCy) H L 分 别 为 y 和 的 长 度 . 由 


_ ty ay bdo 
LO) -Í IZI a< f | 2) = Lo), 


且 等 号 成 立 Go = epn OAXEN 中 rx 单调 ,XC 为 常 向 量 .此 
时 ,ett0,1 = y([0,1]) ,而 y 为 最 短线 . 

证 明 HE = exp, (PX) EU,,0<r<ie, | Xf 二 1 则 对 任何 
ó `> 0,r (1) = r, AOE 5, 


1 da 
LoD = | | | dt >> |r(1) — r| =r — ô, 


令 5 一 0, 则 a 一 0+, 有 


da 


l 
LG) = | | || dt =r = Lip), 


并 且 等 导 成 立 orl Hi AX AR ee. 
定义 2 {Xot Xa) Ape M PRERE A TM 的 


Tl 


HE). expr: U, > V, 为 CM MEEA = D rX H r 2") 表示 


#-1 


expr = exp, > 7 7X, HIE AB Bp BR Cate) 为 正规 (或 法 ) A 


RMX = Slat gp © TM 为 固定 向 量 , 则 yO = expt X 为 灌区 
方向 的 测 地 线 , 它 在 止 规 坐标 系 中 表示 为 二 ati = lpm 
引 理 6 ik V Apm HE C™ Riemann WIEM. AY Riemann 联 
4%, RE pC MAEM Rico) 中 的 分 量 为 r 则 
Gi, + Fi = 0. 
253 


RE. FE p ah Lt; = 0. 
证 本 在 正规 坐标 系 {zi yee : ,2"} 中 ， H r= att = 1, om A 


示 的 曲线 是 测 地 线 ， si = 0 和 测 地 线 方程 得 到 


dx dz’ 


Dno 一 a ae LRM G aap = 


因为 上 式 对 每 个 CERET ap 成 立 , 所 以 在 p ab. Th + Fh = 0. 
FH Riemann 联络 FS, EST PRS BPO = Th. FET = 0. 

如 果 Xie Xm 为 TM 的 规范 正 交 基 , {25-002} 为 ?点 处 的 
EMAAR US, = Xo 但 是 ,在 其 他 点 处 , 志 ，…… 汪 可 以 不 是 规 
范 正 交 基 ,通常 在 C” Riemann 流 形 上 ,总 采用 这 种 正规 坐标 系 . 

定义 3 i (p,q) 一 inf{L(T)|7 为 连接 p,q 的 分 眉 0” HA 
BAR. p(p.g) SO. ppg) 二 pD MER IER ©, MRC” 曲线 
m 连接 p 和 >”, 分 段 Co 曲线 到 连接 * Fl g HE LO) < pla) + 


FECT) << p(r.g} + > na 


PD = inf (L(+) |r WER p A g BB Co 曲线 } 
< Lir, U tO = EC) + Lir) 
<1 plp, r) + perg) + és 
令 s 一 0+ 得 到 
PCP.) & Ppr) + pry). 
如 果 p 闫 9; 则 引 理 3 知 pC， p> 0. 因此 ,p 确 为 CM,《,)) 的 一 个 距 
离 函 数 . 再 根据 引 理 3, 由 距离 p 诱 导 的 拓扑 与 6” 流 形 MELB EH 
拓扑 相同 ， 
如 果 连 接 pAg HA LOD = opp Ry 为 最 短 
测 地 线 . 
引 理 7 设 iets. a") Ap SA EM BASS) = 


{exp,X| || X || =e} = {exp,X| Meo =e) 为 球面 , 则 存在 c> 0, 


使 得 当 0<s<e 时 ,在 点 9E 吕 ts) BUF SC) 的 测 地 线 在 SC) 
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的 外 部 . 
证 明 et = 2'(2) ba Lee om Ag = C2'(0) oe (09) 处 
WF S,(e) Ce 下 面 将 限制 ) 的 测 地 线 . 令 


git) = >) O, 


k= 1 


则 (0) = > G0)? 一 本， 
k=] 


向 ， d i} 

7 <0)= 2| DeO 证 p Arog | 
= 0 (z) UF 4, ©), 

gO) = DAE 

d J 

= 2336, — > te | 


1 一 上 


十 z(t) 4 dr'e 


根据 引 理 6, 成 (p) = 0, 故 存在 。 > 0, 使 得 二 次 型 (5; 一 D> Tie 
FE BKO = {exp X| || X || <e} 中 是 正定 的 MRO <e RY 


IG =f D| Ge] EEA oR > 0. 于 是 ,存在 5> 
0,4 tE (— 5, D (0) BE 
p(t) = pCO) + p (Ot + (90) + oe og 
=ë + DIO — See + oe 


> &, 
ETER g E S.C) HIF S,Ce) 的 测 地 线 2) FES, Co) 的 外 部 ， 
引 理 8 设 c 如 引 理 7 中 所 述 , 则 存在 正 数 es < c, 使 得 
(1) B,Ca) 中 任何 汕 点 可 以 由 一 条 含 于 Bo 中 的 测 地 线 相 连 
接 ; | 
(2) Ba) 的 每 一 点 有 正规 坐标 邻 域 包含 B Ca). 
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证 明 用 自然 的 方式 将 WH 视 作 了 M 的 正则 子 流 形 ,g EMH 
作 工 4 的 0 向 量 , 设 Y 如 引 理 2 和 3 所 述 , 它 是 于 在 TM 中 的 一 个 
FRR. 令 

FM NM 
(qr X) — FOX) = (q,exp,X), X € TM. 
因为 在 tp,0) 的 Jacobi 映射 af 是 非 异 的 , 故 存 在 (?,0) 在 TM 中 
的 一 个 开 邻 域 六 CV 和 正 数 4 过 ,使 得 
FV Blay X B,(a) 
A C™ AUR. 取 广 和 a 充分 小 ,使 得 expxX E B,(e) ,对 任意 多 EF 和 
i <1 成立. 

C1) Baar © Ba) MX = Fr) 生产 于 是 ,初始 条 件 为 
Ca X) 的 测 地 线 expeX, Ot ERs lr ASF BC) P. 

(2) 对 任意 gE Ba) EBT, =P OTM = Bla) = [XE 
TM| || XI| <a}. AA exp: F, — Bia) BC MR, CA EMS 
标 邻 域 、 从 而 证 明了 (2)， 

定理 20 MA RARER A EO 设 (ale) 是 以 ?为 原点 


的 正规 坐标 系 "BED = (exp,X | | x I =e = {exp,X |X = SX., 


2 C7) = è). 则 存在 正 数 ,使 得 当 0 < 过 :< 之 a 时 ， 

《1) BCe) Zech Ab op SBE BD B,Ce) 中 和 任何 两 点 可 以 有 一 条 售 在 
B, Ce) 中 的 唯一 的 最 短 测 地 线 相 连接 ， 

(2) Be 的 每 个 点 有 一 个 正规 坐标 邻 域 包含 B). 

证 明 (1) 设 z 如 引 理 8 所 述 ,0 < 之。 < 过 a,gsr E BCe) ,zi = 
PGE) i = lym OSES T A Be) 中 连接 gg 到 ?的 测 地 线 .下 面 
F(t) 一 DCO 1. 

用 反 证 法 . 很 设 对 某 个 GFO > e, CAD z(t) SATE B Ce) 的 外 
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边 ), 设 ww,0 之 之 1,FP00) = max FO), 则 
o= I 


mi de 
o at tae, 2 uF (to) di | i= 


CEE SH Ma) Ot E rO FR OBC) APS 
= F(t). 但 根据 引 理 7 FETE D> 0, 当 1€ (— 6,6) 一 (0) 时 有 
Fi) >i = FQ) > FQ). FS. A ee OS te 1. <e’, 
即 测 地 线 2 (2), 0 St 1 BE Be) 中. 

从 引 理 8 gy TESA P exp, F > 8,(a) AC [ALARA BEE a BI PJ 
推出 连接 总) BBY GY a HEAR BE — S.A ee, HA a E 
ff Js, B, Ca) 中 的 测 地 线 是 最 小 测 地 线 . 

(2) 由 引 理 8(2 are. 

eM 4 在 距离 空间 M.o 中 ,如 果 连 续 曲 线 y:[a,58] 一 M 
满足 : 


PGD a VEED + PE) yE 
= ply rD” ¢2 6h Salas. 
则 称 曲线 为 线段 . 
定理 3 {pA m HEC” Riemann ie (M,(.)) BSH IA 
数 . 则 线段 y: [eb] > 作为 点 集 是 测 地 线 . 
证 明 由 定理 2, 设 5 为 yta) 的 凸 正规 坐标 令 域 , 则 存在 :> 
0 ,使 得 vasa tH el) CU. Ot AER y) 到 yta 十 2) 的 最 短 测 地 
22 Ml ease + eP = plaza t+e]). (RTE) REE cece <a 
十 ?使 得 Xe E [esa + ej. 则 由 定理 1 得 
plyla) pla + e) < plyla). pled) + pyle) plat e), 
这 与 vt) a Sia t+ e ERRAT EAS yO ata 
+e AMA Oa DV taat e PAR Be MH. We = 
Sup{py([asej]) = t(La,eD lage a}, BW c = 6,8) p(la.b D = 
r([a@,6]). 
注 1 WR vO 为 连 继 晶 线 ,上 且 对 所 有 td < tee pra), 
r = e — h M yO 是 以 缀 长 为 参数 的 测 地 线 , 因此 ,定理 3 
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中 ,如 果 线 段 以 弧 长 重新 参数 化 ， 则 它 就 成 为 参数 测 地 线 ， 

定理 4 Rasio ER p Bg HBC’ AR. Ley) 
= p(p;9), 即 3 为 最 短线 . 则 y 作 为 点 集 是 测 地 线 . 此 外 ,如果 说 ye 
lyi = 当 值 , 则 y 是 参数 测 地 线 . 

证 明 根据 定理 3, 只 须 证 明 vp WAR. Reb lest 
Sh = 6, vl) y(t) evs) Ev 划分 为 ,yzsys 和 ys, HE 

py ya) L(V) t= 0,1,2,3. 

所 以 


ppg) = pO) vt) SD) pO) yer) 
< Soha) = LO) = pro) 一 pla) 
iad 
ety 4) pti) = Oya). 

ZEA HH. pC y(t). yCis)) = Le U ys). 最 后 得 到 

PEED sped) 十 pirito yaa 

= Lpo + LOD = L U yo = pipit), yap) 
这 证 明 y 是 线段 ,因而 vy PPA eR. 

再 根据 定理 ds y([a,a 十 eJ) = t(La,a 十 eD, AP T HEE 
yla) 到 yta + e) HRAMA. 因为 yl = oC WD 0, 所 
LAR 

s(t) = LOL) = | Iy = | cat = alt — a), 
于 是 ， 
Tis) = talt — a)) = y(t) 
y(t) = at 
Als SE Cr 的 立 知 ?是 Co 的 ,y 为 参数 测 地 线 . 

设 Mep Atm 46 C™ Riemann 度量 , 它 诱导 了 必 上 的 一 个 距离 

Be i oo IEM, O 为 距离 空间 . ROE. PRR p 也 完全 确定 了 


Riemann 度量 yl 参阅 IP |). 
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定理 5 (Myers-Steenrod[ MS]) if (Mog) AlCAf,g) $ m a 
C” Riemann 流 形 ,p Al p aalan AH.) 上 诱导 的 中 离世 
数 . 如果 fM MAR AIR, BME OT pg © Mi pa = 
eS (p) f(a). 则 了 为 cr ARS H g = fg. 

证 明 helg = PFC) 知 耻 为 连续 的 单 射 ,再 由 了 
为 注射 知 了 是 一 一 映射 和 广 ! 也 是 连续 的 . EL F APL. 

设 pE Mop= fp). 对 于 了 的 正规 坐标 邻 玻 志 ,为 ?的 正规 尝 
标 邻 域 , 使 得 FE) PEER X E TM, || X 一 (y(X TE = 
LS vy EU BUG X) AMRIT s 为 参数 的 最 短 测 地 线 , 
AA y ART ERR; MAFO) 关于 0 也 是 线段 ,从 而 fo 作为 点 
集 是 到 中 以 ?为 初始 点 的 淹 地 线 , 从 

PEFC Dya = ppls .¥Cs2)) = |s — s| 
Al FOGD BÆLI K s 为 参数 的 . 设 POO 是 pg 点 处 切 于 f(y) 的 
单位 切 回 量 ( 注 意 还 未 知 f 是 否 为 0” 或 Cdf(X) = f OO RIES 
XD AUF ep RRS A p ROA ee d 
HY RARER. CARED SKA TA BM BR. iw 
F. RA f ABR f° A fo! ie eB 

pOF 'G FO) = aC GSP OD) = P 

= pUf(P fC) = pg). 
WE, FT LM > TM 为 一 一 映射 , 且 
了 了 ”EXP = expe F, 
| FCX> || = XE, XE TM, 

其 中 exp,( BR exp) Je 0 E 7M Ca 7341) 的 一 个 开 邻 域 到 二 (或 8) .上 
的 指数 映射 .exp, 和 exp; 都 是 2 (AU. 显然 ,fi:M > MOH HS 
MER pE Myexpy' > feexp, = F FEC™ ATM g = ftg Bil gC X,Y) 
= gC) = gifa X, fY) = gCPCX).FCY)). BOERS FT 一 
TM 是 线性 同 构 就 足够 了 . 

先 证 明 对 任意 X,Y E TM ig (X,Y) = gX) EOD. 因为 对 
ITE XE TM 及 任意 cE R 有 F(X) 一 oo 所 以 假定 和 和 了 都 
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是 单位 向 量 ,F(X) 和 POY) 也 是 单位 向 量 . 令 

cosa = g(X,¥), cosa = 9(F(X),FCY)); 
res) Al zis) 分 别 是 以 初始 条 件 (?,X) 和 57) 的 测 地 线 ,它们 都 是 
从 上 开始 的 以 红 长 为 参数 的 . BR ye) = f(s)? flrs) = 
fa SRIF FOO) A GFO 为 初始 条 件 的 测 地 线 , 它 
们 也 是 以 颖 长 为 参数 的 . 根据 下 面 的 引 理 3; 


ao n l 
sin 3 = dim ZP ths), 


sin > = lim PGC) TES) 
sO 
和 了 保持 距离 就 得 到 
ein © = win & 
in = sins 


SATA 


toja! 


gX, Y) = cosa = ] — 2sin’ S = 1 — 2sin’ 


= cosa = g( F(X), F(¥)). 
再 证 明子 是 线性 的 . A Xi Xa TA AEE 22 E. 
则 由 gCX,7) = gC F(X) FOD) SE RIBS X= FCXOD = 1 iE 
成 了 DA AU IE ee. 对 任意 X.Y ETM, 有 
gF HY), D= g(X + ¥Y,X) 
= gX, XD + gY, XÐ 
gCFCX) XD + gE), XD 
gGOPOX) + FOYE), i = 1 ym. 


| 


| 


因此 
FOX + Y) = F(X) + FCP). 
RASH VX © TMV cE R, FX) = cFCX) ,就 知 F 为 线性 映 
Bt. MF 是 一 一 的 , 故 下 是 线性 同 构 . 
引 理 § sin + = Him als) »TCS)) 3 
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pts) TCS). 


oa 1 
sin 二 lim 一 
apt 


vA as 

证 明 RU JI p AAD IE ALAE ER HB irta") 的 坐标 邻 域 ,为 ( 

中 由 Dd dr' 给 出 的 Riemann EE, irn 为 ?和 ”关于 上 的 距 
离 . 假设 


fim 5-p(y(s) ,7(5)) > sin 3 


a 
jic > 1, 
a 


. | . 
lim FPC) TCs) ) > ¢ sin 5 


MU Rh, Re EE EA <y <en, 即 
二 (2 BB) e hZ), ZETM ZA 0 EU. 
从 PP 和 5 的 定 关 可以 得 到 
了 gr) < plgrr) < e597)). 
FAH, A ERDA s 
a 


e sin F = 5506908) 1tC5)) > ZPO) s TÈ5)) > esin 5 


PRS CAC A 为 Euclid 度量 ,所 以 js ,TC8)) = 2s sin 5). 
同 理 , 假 设 


i 


— | , , , 
lim zP rs) TSJ) < sin 5 


-=Ü 


则 选 。> 1, fH tim =pl) ,7Cs)) < Esin E. 则 对 足够 小 的 s， 
saat 


sin $ = haler) < Epl) ,rs)) < Tsin $, 
区 产生 了 逆 盾 . 
综合 上 述 , 得 到 


a 


一 一 | Oo, 
dim, 5 PES) ,TCs)) = sin 5 


同 理 可 证 tim e0), TC) = sin 名， 所 以 
sgt e 


.1 a 
lim ggl Cs) erle) ) = sin 3 


完全 一 样 地 有 


lim T-O) TC) = sin >: 

在 给 出 各 种 完备 的 等 价 性 之 前 ,我 们 先 证 两 个 引 理 . 

引 理 10 Æ mH ce 连通 完备 ( 即 测 地 完备 ) 的 Riemann jit E 
(Mig) E, FEE KY ri), © M 使 得 SO) = {y € 
M|ptz,y) S rl) 中 任何 两 点 必 有 一 条 最 短 测 地 线 祖 连接 . 

证 明 IYEM, S 

r(z) = supir > 0| WR py) Sry plz,y) Sr BA 
Fg Fa ORE y A y 相连 接 }. 

CHIE A Ae ip 8 Sag a EE BR A roo o> 0. 如 果 对 某 个 zE€ OM, 
riz) =+ 00, MSV y E Mary) =+ co. RIM EAE EES: 
国 数 都 满足 引 理 中 的 条 件 . 如 果 对 每 个 z EE Myre) < 之 十 cf Ril] 
将 证 明 |r) — ry) | S plany) MAT (2) A M EWE Se RR. 
AN PE. AY GARR E r (2) > Cy). WR (2) S p(z,y) - MY [rte 一 
ry) | S plz,y) s MR rz) > plz,y) MS, 一 peywd= We 
MPG pD <r) — o(2,y)} CS.00)). FE, h roo 的 定义 立 知 
rD 2 r) — plz.y), BM lr) — eG] < ply). 

再 证 明 r(e) = max{r > 0] WR ple.) Sr py) Sr HA 
mR y M y FETE) BD Sr (2) = {gy E Ml pip <= 
ay) PE Te] ALS y Al y 必 有 一 条 最 短 测 地 线 相 连接 . 事实 上 ,可 选 
FE (yd Flys) AR y = lim yoy = lim ypy) Sr <rlz) pl, 
p Erra) 根据 ”2 Be NR EE MR exp, eX, 0 Soe 
So {| Al = 1 #6 9: Sys PERE, BD y = exp, aXe 不 失 一 般 性 可 假定 
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(如 有 必要 选 子 序 列 》lim X = Xo, lim s = so SBR 
st = lims = Jim py) = PC 的， 
FRR CM .g) 是 测 地 完备 的 知 
expo == dim exp, sX, = jim y = y. 

即 exprs Xo 0 Ss < so EER y M y RMR. 

引 理 11 i (M.g) {E m H Ch 连通 完备 ( 即 测 地 完备 ) 的 
Riemann 流 形 ,zx € Myr > 0,4 

Sr) = {y E Ml pry) Sr}, 
EC) = {y © S0)! 存在 最 短 测 地 线 连 接 z 和 y). 

MEG) = S), HERSH]. 

证 明 设 iali = 1.2.07) HE) PRA, UME i 为 
从 z Fil y FY Bae MX, A r 处 切 于 + 的 单位 向 量 .可 以 假定 
《如 有 必要 取 子 序列 }{X) A FP BOX COTM ,因为 对 任何 
i plr yo Sr. ROE RE CGA CERTE IDG., yo WOT AF 
负数 ro 因为 CH,g) E Ch 完备 ( 测 地 完备 )Riemann 流 形 ,所 以 
exp, Poko EE a 'H lim y = lim exp,CpCe 54) Xi) = exp, ro Ke) 
= yo. 因此 ,plzyy0) = jim pla sy) = ro 这 蕴涵 着 测 地 线 exp Xo, 0 
LsL E yo E AG). UE) 是 序列 紧 致 的 ,从 而 是 紧 
致 的 . 

再 证 BCr) = SCr),r > 人 由 z 的 正规 坐标 系 和 凸 邻 域 的 存在 
性 立 知 , 存 在 te 全 0, 当 < 所 ez 时 ,至 (9) = SC). 设 r* = supir > 
OLE) 一 有 rn) 显然? 人 0. 我 们 证 明 六 一 十 02,( 反 
证 ) 假设 六 去 十 ce 如果? © Sr") Ly.) ,使 plz,9) <rt, lim yi 
= y, (RAAT ER e > 0, 存 在 0” 曲线 元 使 Lt7) < play) + e, f 
LA tac} 总 是 存在 的 ). 对 每 个 n PE rr HGR © PO) KE 
E(r*). 又 因 El(r*) 是 紧 致 的 ,所 以 8 © Blr*). 这 就 证 明了 Scr“) 
CB(r*). 另 一 方面 ;从 B(r*) 的 定义 ,自然 有 Cr*) CS(r*). 于 是 
E(r*) = SCr*). | 
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1 rtz) 为 引 理 10 中 的 连续 函数 ,6 (2) 在 紧 致 集 ECr*) 上 
的 最 小 值 . 由 E(x* +6 MEMBER EO +0 C8G* +0. 
HK SY ye SO* 十 人 ,如 果 y E SC y © S(tr*) = BCr*) 
CREG 十 六 ;如 果 y € 5Cr*), 对 每 个 自然 数 , 选 择 从 z 到 yg 的 分 
Et c= 曲线 zt! 使 得 Ltt) << ple) 十 二 ,其 中 LET) 为 Fi 的 长 度 . 
wa Ah EF PO) 一 5(r*) BRAD py) 一 r* plz, 
g + ply) SLD < psy) 十 地 :因为 Er*) 是 紧 致 的 ,所 以 
可 假定 (如 有 必要 取 子 序列 ) fyi} AATA EEC). BM ply) 
=7* 和 pn EP PD pr 人 而 play) + pty, 
站 二 plz9). 黄 + 是 从 x 到 yy 的 最 短 测 地 线 .因为 p(y,y) < plz,y) 
— plap) S Ot +6) —r* = Sry) APL APE y Bl y 的 最 
MMR T. r= TU TW EG) = LD 4 LC) = play) + pl, 
y) = plrsy). 根据 定理 4,r 为 从 zz 到 y 的 最 短 测 地 线 ， 因 此 ,y E 
E@* + ô), i E 二 5) 一 Sr 十 全 .这 与 r* BESTE. A 
TM 4 ?* 一 十 cc， 

定理 6( 最 短 测 地 线 存 在 性 定理 ) 设 (M,g) 是 连通 完备 ( 测 
地 完备 ?C” Riemann 流 形 , 则 4 中 任何 两 点 ze 可 有 一 条 最 短 测 地 
线 连接 . 由 此 立即 得 到 ,exp,;T,M 一 M 为 满 映射 . 

证 明 由 引 理 11, 取 > 一 pg Wg € SCr) = FO), RE 
8(7) 的 定义 , 必 存 在 最 短 测 地 线 连接 M g 

设 ra) 为 连结 jp 和 #4 的 最 短 测 地 线 , 由 (MM,g) 完备 ,存在 单位 
Wilf XE TM, {E exptX = yt). AM exp = yD = ¢ A 
exp: T, M — M 为 满 陨 射 ， 

定理 7 (Hopf-Rinow, BMRA E 设 Cg) D m BE 
连通 C” Riemann 流 形 . 下 面 的 条 件 是 彼此 等 价 的 : 

(1) (Mg) 是 完备 Riemann 流 形 , 即 是 测 地 完备 的 ; 

Mo 是 完备 的 距离 空间 ,其 中 关 是 由 9 诱导 的 晓 离 机 
AE 
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《3) (4.0) 的 每 个 有 界 闭 集 是 紧 致 的 . 

证 明 DSG (Mg) 是 测 地 完备 的 ,由 引 理 11, 对 每 
Tr FO) 一 5S(r) 是 紧 致 的 .而 如 的 每 个 有 界 闭 子 集 4 必 会 在 
某 个 Slo) = Er) ro > OD. A ATR 4 也 是 紧 致 的 . 

((3)>(2)) Ela) A M A E— Cauchy F3). Be = 1,0 
存在 自然 数 N24 2.9 > N eC pp ea 1. 于 是 ， 

PPP) <1, i> N 
和 
PCRs prd) <b + max {PCPs Prr1)}. 

这 就 证 明了 {pt 为 有 界 集合 ， ALE NA (o ot OW. ATT CM, 0) 是 完 
备 的 距离 空间 .( 尽 证 ) Rie a Fea HY (pd FOS GE ofl 
极限 ) ,从而 41?+ 为 闭 集 ,由 条 件 43) ,有 界 财 集 好 ) ERRAR. 另 一 
A RET pe BARE i 的 子 列 的 极限 , 故 必 有 开 邻 域 5 至 
多 介 有 限 个 p TEU) ARE im 的 一 个 开 轿 盖 . 显然 它 无 有 限 
Ft HRS (p) HERA. TB. 

(DSD 设 y(39) 0 之 s 之 5 为 浏 地 线 ,s 为 弧 长 参数 . 令 

sha, vil 
pipis d sys) <& |s: — s; 

AM in) A M RTF pi Cauchy 序列 .由 于 CM,p) BSCR SS 
间 , 故 {p(s)}) KATA p 3 ARR p SU ob RIES s) 的 选 
择 无 关 . 令 y(8) = p. A pPHERMP RAP, K e > 0, 延 哲 该 测 地 
线 到 [3,8 十 ej. 由 此 和 用 皮 证 法 可 证 

b* = Supid > Oly(s) Om scoop =4+m, 
因此 ,，(M,g) 是 测 地 完备 的 ， 

注 2 ik Msp) 为 m 维 连通 Riemann 流 形 ,z E 时 是 一 个 固定 
点 ,如果 扫 该 点 zt 出 发 的 每 条 测 地 线 可 以 无 限 延 抑 到 RR, 则 队 引 理 
11 TERRA. Y r > 0,8) = Sr) 日 是 紧 致 的 . EMRE , 根 
据 定理 7(1) 王 (3) 的 证 明 ,CM,p) 中 每 个 有 界 闭 集 是 紧 致 的 . 从 而 
(Mop) 是 完备 距离 空间 县 CH,g) 是 测 地 完备 的 . 
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注 3 如 果 删 去 定理 ? 中 “连通 ”的 条 件 , 则 3) 地 (2) 地 (1)， 
LEDE PAPIO DL- EPE 

推论 1 每 个 0” AR Riemann Fie (Mg) 是 完备 的 . 

证 明 设 (Mp) 为 (M,g) RSS Se, hT M'ES 
M 中 每 个 有 界 闭 集 4 也 必 为 紧 致 集 ,根据 定理 7, (WM,p} BRA 
PSR), CM) 是 测 地 完备 的 ， 

EMS 设 CM,9) Am HE C™ Riemann HE. MY Sis 
$e CAN RAGE BK E y A ERD 群 在 W EER E Y pg © OM, 
必 有 一 个 等 距 变 换 FM» MATE F Cp) = 9. WIPRO pD Co FF 
性 Riemann 流 形 . 

推论 2 HE Co 齐 性 Riemann Fit (M9) 是 完备 的 ， 

证 明 ip eM. 则 存在 * > 0, HARP RAR XE 
TM , 测 地 线 expysX ,1s| <r EE MM. > 6s), OSs Sa Bl s 
Aa US A Me (EHR. 沁 y C0) = Xo Cs) = expe X OSs 
a. 因为 CLM,g) Fe CO” FYE Riemann GLE , ALA AEE SB ER p; M — 
MEE op = p(y(0)) = pa). RAH exp sX 是 过 pg 一 y00) 的 测 
Hh Ze a ptexp,sX) 是 过 yca) AY MA. H. pr OOD = pa y (0) = - 
y 《a). 根据 测 地 线 的 唯一 性 定理 ,存在 : 闭 0, 使 得 

va +s) = plexpseX}, Oee 
于 是 , vs) 0S saat e EHR. 由 此 用 反 证 法 立 得 

a* = Sup{a > OlexpsX, 0s <a AWWA} 一 十 oo, 
Bl (M9) 是 测 地 完备 的 . 

例 1 设 R" 为 通常 的 Euclid 空间 ,{z',…,z*} 为 通常 的 整体 真 
前 坐标 系 ,g = Drar © dr 为 其 C” Riemann AF HEF, = 0. 测 地 线 
prt E), e a(t) 满足 测 地 线 方程 


rr: 
dë 


EMWMBBR r= dtt f, — 0i ood, f E R iS lye, 
266 


= 0, 


s(t) = [È a frat 
它 是 曲线 ”的 内 接 折线 的 长 度 之 上 确 界 . 清楚 地 ,直线 具有 最 短 长 
度 , 因 此 是 测 地 线 . 

众所周知 , R" 是 测 地 完备 的 ,也 是 完备 距离 空间 ,并 且 R 中 
的 有 界 闭 集 AA 紧 致 

值得 注意 的 是 , R" 一 {10} 不 是 测 地 完备 的 ( 测 地 线 (s 一 1,0， 
…0) OSs 之 1 不 能 无 限 延 拓 ), 也 不 是 完备 距离 空间 ({( 二 ,0， 
… 0) [n 一 1,2,…} 为 Cauchy 序列 ,但 不 收敛 ). 此 外 ,有 界 闭 集 
(Gal era") © RY 一 HD Y< 1 不 是 紧 到 的 


例 2 s 中 的 测 地 线 是 大 加 ,也 就 是 S" 与 过 其 中 心 的 2 维 平 
面 的 交 . 通过 2 维 平 页 R 的 反射 是 一 个 等 中 变 挽 了;S" 一 SER 
不 动 点 集 是 0 一 58" 门 R iay E C 车 它们 之 间 有 唯一 的 最 短 测 
地 线 忆 ,因为 了 是 等 上 距 变换 ,CC) AC EH fF) 二 + 和 f(y) S y 
的 具有 相同 长 度 的 测 地 线 , 所 以 Ac) = Č RRO Coe. 

球面 S 土 的 对 径 点 之 同 最 短 测 地 线 有 无 穷 儿 条 ,所 有 连接 这 
两 个 对 经 点 的 半 大 圆 都 是 最 短 测 地 综 . AE BO A a 
地 线 只 有 了 唯一 的 一 条 (不 计 参 数 的 线性 变换 ). 

AAS 紧 致 ,所 以 它 是 测 地 完备 的 ,也 是 完备 距离 空间 . 

例 3 EREE M =S KR LYRE, HEATH 
线 的 2 AOE RASA MAUR Mw 二 的 螺旋 线 , 

如 果 psg FERIA A LS ote VM BAB 
就 是 最 短 测 地 线 ; 如 果 ?8 未 处 在 同一 母线 上 , 则 连接 它们 的 最 短 
MHARE- RRR. 如 果 洛 过 ? 点 的 母线 元 切 开 正 圆柱 面 好 ,再 
通过 它 到 R 上 的 滚动 建立 一 个 等 距 变 换 FR? 上 连接 fp 和 
fo 的 直线 在 三 :下 的 象 正 好 是 连接 z 和 9 的 唯一 的 最 短 测 地 
线 . 
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| 易 见 好 一 &XR 是 测 地 完备 的 ,也 是 完备 距离 空间 . H M 中 
的 有 界 闭 集 ASA ERAH. 


3.2 Jacobi 4 348 A W Hla 


定义 1 (M, O) Rm SEC Riemann HB. V 为 相应 的 
Riemann 联络 . SOR M AMM y = vr) 2 E [ey 引 的 一 个 0 向 
量 场 xX = XC) 满足 2 阶 线性 常 微分 方程 : 

VEX + RCX, yy = 4, 
则 称 X 为 Jacobi 场 , 称 上 述 方程 为 Jacobi 方程 ,其 中 yi) 为 ?在 
y(t) ARKH et. FA, iY y AY Jacobi 场 的 全 体 , 它 形成 了 一 个 实 
向 基 空 间 . 

Jacobi 方程 可 以 写成 殉 加 熟悉 的 形式 ,为 此 , 令 el,… ,en 为 沿 y 
的 规范 正 交 的 平行 基 向 量 场 , 则 XD = D rOet), 


f+ D RY FD = 0, i= lm 

引 理 1 X yA Jacobidg X XM VIX EA yo 处 的 值 
唯一 确定 . 特别 地 有 dims, = 2m. 

XEBA ”由 Jacobi 方程 是 2 阶 线性 常 微分 方程 立即 可 得 . 

下 面 给 出 Jacobi 场 的 几何 解释 . 

定义 2 WA y= YE [oo 的 测 地 线 变 分 是 测 地 线 的 
单 参 数 族 Tne © (— 2,8), 700) 二 y. 更 确切 地 说 , 它 是 一 
as Cm BLES r; (— 2,8) X [a,b] M,C) rr TO GE) = te, 
站 ,使 得 

(1) 对 任何 辕 定 的 # E C— 2,0), ru) 为 测 地 线 ， 

(2) 70) = y, BP OO) = yp). V t E [4,5]. 

SMS y BY Oo EER X E vy 的 某 个 变 分 = 所 诱导 ， 
即 XC) = Seat) lang = 20,1) pt E Carb] MORE X UMA y 的 
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无 穷 小 变换 . 
定理 1 iry € [ao] HMA. X Bt y HH Jacobi ly 
SX A vy APIS pa Sp. 


证 明 《<-) 设 * 为 的 测 地 线 变 分 , 则 Vg Z 一 0. 因此 ,从 
Vas = Vee ae.) = 0 得 到 
0 一 Vava Z 
= VaV g t+ Vepa EGED a 
= 


z dr or _ 
+ 十 RGE YOY = 0, 
即 XO = = (0,t) 为 沿 AY Jacobi 场 . 
(=>) 选 yta) 的 开 邻 域 RC PE OE -地 用 一 条 
Be) i) Hee BEE Ce CY BF at). 假定 yO E UE [aa 十 
ô]. 我 们 先 构造 一 个 沿 yl ota) AY Jacobi y W Mi= a Alt =at 5 
处 性 意 预 先 给 定 的 值 . 选 0" 曲线 a: (— ce) 一 5 使 得 oa(0) = pa), 
92(0) H Peo Ml 中 预先 给 定 的 向 量 . 类 似 选 B: C ee) +0, 80) = 


ya + 5) ,52(0) 为 ZrereM 中 预先 给 定 的 向 量 . 通过 对 每 个 固定 的 
uG T) 为 从 Cu) 到 Cw) 的 瞧 一 的 最 小 测 地 线 ,我 们 定义 一 个 变 
分 
Ti Ee) x at 
根据 充分 性 , t+ 一 S00) 确定 了 一 -个 已 给 条 件 的 Jacobi 场 . W 
vlco 的 任何 Jacobi 场 可 由 这 种 方式 得 到 . 如 果 J, 表示 沿 ”的 所 
有 Jacobi 场 的 向 量 空间 , 则 
1 
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W — (Wia), Wa + 6)) 
为 线性 映射 ,上面 已 证 上 是 满 射 . 因为 S, A Tyo X Treo M 都 是 
2m EY) SE p E a] we /为 同 构 . 也 就 是 Jacobi 场 由 它 在 yta) 和 
yla + o 处 的 值 完全 确定 . 所以, 上面 的 构造 产生 了 沿 yicso4si 的 所 
有 Jacobi 向 二 场 . 从 而 X |ie- FC X Ca), XO) 完全 确定 . 而 相应 
PERA TOD O. AF Lob] 紧 致 ,zGo 可 以 延 拓 到 整个 ”一 
?ro 这 就 产生 了 测 地 线 变 分 5 仍 记 为 r)， 

T:(— e) X [ap M, 
以 已 给 的 Jacobi  X 作为 它 的 变 分 向 量 场 . 

EMI 设 > 为 对 中 的 测 地 线 ,p? 和 8 为 ?上 的 两 个 点 ,如 果 存 
在 许 ? 的 非 堆 Jacobi 场 X, 它 在 zz 和 7 处 为 0, 则 称 点 和 9 是 共 辆 
的 . 

FA AFB ALERT exp 7, 一 M ERR HNA. 

定理 2 设 (M,《,)) 是 完备 的 ,p E M,Z ETM. 则 映射 
(exD, a2 在 是 再 异 的 Hq = exp,Z 为 了 的 共 斩 点 ， 

证 明 ‘=>) 如 果 exp, Æ X ON Re Rt 

(exp, az: Tet T MO — TM = Toxo zM 
ERA UE TM 中 ,存在 通过 点 7 的 直线 , 它 在 2 Abg ti 
在 映射 texp;)x: 下 的 象 为 零 , 设 此 直线 为 Za ,其 中 2Z(0) = 2. F 
是 Fa 划一 exp 人) GO E C eD x [0,1] 是 po = 
exp (GZ(0)) = exp GZ) 的 测 地 线 变 分 , 清楚 地 ,由 Ttw) BR r,t) i5 


导 的 Jacobi SCO.) 在 ?和 9 = exp,Z 处 为 零 .此 外 ,由 于 exp, 在 0 


附近 为 Cr STIR eS (0,0) 20,0 © [0,1]. 这 就 证 明了 4 一 
exp;Z 5 p fest ya ny. 

(=) Kg = exp, Z Ap HES UAE TE Rv) = 
exp,@Z).t € [0,1] 89 Jacobi B® Y (D 20, A Y0 = 0,Y 09 = 0.52 
t:(— ese) X [6,1] > M HTO, D = p(t) = exp, CZ) 的 测 地 线 变 
分 而 了 为 其 变 分 向 量 场 . Tee ETM 中 通过 2 有 一 0™ HAAG) 
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使 得 ZZ00) = Zi 2 00) 40, MA rat) = exp, CAC) >. KI A E 
曲线 ZOD E 200) = Z MAO Te he ZO) HE 0 E expe PRA 
CexpD (Z0) = Z0, D = YO) = 0. BELA Cexpy va 是 奇异 的 


1 iy) = exp UZ E [0, + oo) AMMAR, RH LE 
TM. Ry exp, TEM 0 ETM RSE a AY TA EE a> 0, 使 得 在 
VAJE E Oa] ET pH. WARE py EGE p AEIR SS 
= {a > Olye E prO .c€ [0 的 共 辆 点 } Be = ints. BR, 
H Cexp,). 的 连续 性 ,下 确 界 的 定义 及 定理 2 Al exp, Æ bZ ERA 
的 . 再 由 定理 2 就 得 ?0 Ae = vO MEM, REA hy Hs 
1 个 共 轿 点 - 

设 y(tE OAA, G 上 的 测 地 线 ,! 为 其 弛 长 . X AR 
y 的 C0"* 向 景 场 , 记 X 一 Ww 一 VEX = VVA 因为 

Viy +a yoy = 0 
FH 


<] 


St) + RGY yO 
= Valy + eV yy) HRO yy 
F +0=0. 
所 以 yO Al ty O 都 是 沿 yy 的 Jacobi BH. 关于 沿 ;的 Jacobi 场 有 如 
下 芍 分 解 定理 . 

定理 3 7 C™ Riemann WEM., 4.0) EWH pe), EE 
[0,5] 的 每 个 Jacobi 场 XO 可 以 分 解 成 下 列 形式 

X = Ay + wy’ + FY. 

HF åse E€ RLY AiG vp Ay Jacobi H, AM fei e © Dobj ro L 
yY 《四 .更 进一步 ,上 面 形 式 的 分 解 是 唯一 的 . 

证 明 asc, XO a = (COD CO) oF = X — ay 
一 ay. ALA X.Y ,ty WEH y 89 Jacobi 场 ,所 以 Y 也 是 .并 且 
(Py = (Fy) +0 
= iY", y + RCY YOY yD 
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= (Y + ROY yy) = (0,7) = 0. 
再 由 Vey = 0 和 Riemann 联络 的 性 质 ,可 有 有 


Vy yy = Leary) Y, Yyy) 
az’ dé ' YF 


= ty p> = Vy 


= 0 (¥',0) = 0. 
A. Yayo = At + BHP AB 为 常数 . 因为 t O lo = 0, K 
有 
B 一 .4F(0) (0)) = (XO), ay C0), y (0)) 
= (XO), (D) — (ay (0). (0) 
一 4 一 和 一 0， 
HF y Mae PL = Xx! — wy， 从 而 


d 
A= aoe”? Jia —= CYT yl ena 


= (X' yy) [reo WA oD demo 

=~p—-p= 0, 
FEY, y) =O, Y | y. 

更 进一步 来 证 明 唯 一 性 . (RX A Po’. UT 

et. 有 

(A+ wy HY = X@) 

= (A+ yO +P 
AA YG Lyr | ya. PFE 


A+ wt = HM, 
¥(y) = Fe. 
从 而 4 一 ia 一 2, 了 = Y, 即 分 解 是 唯一 的 . 
由 此 ,可 以 导出 下 面 几 个 有 用 的 结果 ， 


定理 4 mE XHEMA y HI Jacobi B.A Xo) 1 y Co), 

X) | yh) ooh E [0,8),64 6, 0A Ae © LO,e). XC) 上 
y (). 
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证 明 由 定理 3, X 可 分 解 为 
X = hy ty 二 


| CA + pty) ¥ Uo) = 0 
C+ atv (i) = 0. 
因为 y (to) 关 0y Ct) 关 0, 所 以 
| A+ plo = 0 
A + ft, = 0 
a= #4 二 0, 于 是 得 XO = YQ. tE [0,0]. 
定理 5 i OX MY 4p ER N y A Jacobi ASE C™ 问 
量 场 . 则 对 于 的 任意 两 个 参数 和 值 a Me, A 
(X,Y) — fra Y) — (ROX py YF) ld = 0 
证 明 HFX XH Jacobi ih, i 
E= (XY) + OY) 


一 CMY — ERCA yoy >. 
两 边 积 分 不 得 


b 
Cx = | S (x Yat 


= fræ, — (R(X, y )y , F) de, 
FS TRA TS PT Fe AY ZS xk. 
定理 6 H XHY AHEM MA y hJ Jacobi 场 , 出 
(X,Y) 一 <i, 了 ) = 常 值 . 
特别 地 ,如 果 对 参数 :的 某 个 值 刀 有 XC) = OY Co) = 0, 则 
《有 一 【7 
证 明 由 定理 5 的 证 明 得 
CX WY) = CK) ~ (ROXO, Y), 
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XY) = (AT YF!) — CACY yy XX). 
但 REX, yy „Y? = CACY y At ia 
å ry r 一 
| 》 一 《Zr 了 )] = 0, 


BU (X, FO — (X,Y) = 常 值 . 

Bll i] (M, 00 Am HC” Riemann HB. © E S E 
Riemann 常 截 曲率 c,y 为 测 地 级 ,yO0) Ya, 为 Tyo 中 的 
规范 正 交 基 . 通过 请? 的 平移 , 延 拓 OV Yn ,到 沿 + 的 平行 向 量 
FAY) p00 Yn) ,使 得 在 每 个 点 pCO yy, 了 CO ee Fei) Y 
Tuo M 的 规范 正 交 基 , 由 于 MM BRK c, 故 

RCX, YOZ = ef (Z,Y9X — (Z, XY). 
应 用 该 公式 可 验证 
UD 一 Sinf Me DYD, 
Vi) = case fe Fi), i= 1am — I 
为 沿 y 的 Jacobi 3%. 事实 上 ， 
MCF RGA y Oy @ 
Ena) belie ay GEMELO — Gy Ub iD} 
EGO + el CG) 
(y e cos ec OY) + ef) 
=— e sinf y e ODYO + e VO = 0, 
FEEF ROCD, y Oy a) 
= Vi) +etty Ey AEDVAD — Cy @ TY YO) ) 
= V4) + VG) 
= — e cosl y” c OYOD +e cos / c OY) = 0. 
应 用 引 理 LAR SUE. yt Uys Umi Viet Vas AERA 
y HY Jacobi 场 的 空间 的 一 个 基 ， 此 外 ,由 于 非 零 Jacobi 场 5 满足 
rf We) =O S=+1, + 2,0. yar Jo) ew =+t1,4+2, 
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Il 


| 


… 为 yO) SRR. 
我 们 将 给 出 有 关 Riemann 截 曲 率 和 Ricci Hy AA RT AH ASE PE 
ZARA LAA Se LP BE EE. 为 此 ,上 先 介绍 二 个 引 理 ， 
设 蕊 为 沿 测 地 线 y 的 分 段 0™ 向 量 场 , 妈 XC) et © [eb | EE 
续 的 , 且 存 在 La,8] PSB = te << CAS be = fh 
P ERS itin] EE Co Hi = Ok + 


BCX) = [ræ WX!) — R(X, y Oy XY Jdt. 


3j yO aLi Lb ym HEC” Riemann HIE (M6, )) P 
的 测 地 线 , 泊 yO ,a 所 1 所 8,y(a) HSLH AN. X MY AE > 的 
4} Ee C™ 问 量 场 和 Jacobi h, HX | yi | vy, Xa) = 0,¥ (a) = 0. 
如 果 xb) = YO), MY 

RLY) <= RIX), 
号 等 导 成 立 OX =F. 

特别 地 ,如 果 及 (8} = 0, CX) S 0, HEO) = 0GKX=0, 

RG yl va VIC O(KRGHHR y(5), 则 上 述 结论 仍 成 立 
《读者 目 证 )， 

证 明 由 引 理 1, dim{ Z| Z 7636 y H} Jacobi $ zla) = 0} = m, 
MAREE 3,dimJ,,=m—1, E J,a = {2|Z2 936 pay Jacobi &, 
Zla) = 0,2 | vp. Vie Yui A Se APE, MISES Y E 
Tyas 有 


其 中 为,… ana BAR BBE yO 0 KEKI ER ya) HOSEA 
HY). Ya (O BRE IE a << 5. Butt FESR C 
Oa fil. fe CO 使 得 


容易 看 出 
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m—l 
— (R(X) X) 一 一 DSK ROY ,X) 


= Sun, X) = Svs, DA, 


(XIX) — (REX, yy, X) 

= Sex. Servo + 2 Shp, Sav 
+ Sar, Save + Save, Sava 

= LHe SAV + CS pa Ts 十 Sar Sav 
+ Save, Davo + Sar Devo] 
+ CD. Barro 一 San Sev] 

= Ste Dee + LO Daro 


m— 1 
+ DS GLY) — {YF 


Srv, rr +i Ore Saro, 
其 中 YY’ — (YY = (F(a) Y'a) 一 (人 (ea = 08 
从 定理 6 RBH. 


ROO = [TOXO — CRO yt XD Tae 
mo i 
=| Stew, Srv +4 Dy, San. > Jaz 
i=1 
= K Spy,, S Sproat + Spy, Spr) 
” =I i=] i= 1 i=1 


I= 
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类 似 地 ， 
| oe m-l m—i 
RO= | (Savas Dads + OS aN, Dy bY 
a i=] i=} tt i=1 


一 (Sar. Saye |i, 
(注意 其 中 入 为 常 值 , 故 A = 0). 
由 上 题 设 ACh) 一 ¥ Ch) BOA A= FB) ,i = l,a — }, 因此 


m—l 


m— il 
BOD = EO = {DPT DP Yoa 0, 
a 记 1 


i=] 


=$ 


HET < ACX), ASS me SLO 一 BO) = 0x Af Ys 


四 一 上 只 一 上 
DY FY = SAFT, = 0 tt) == Oa r bef. = 常 值 , 即 
i=] i=1 


fi) = fi) = Asa <ltslbyi= l,m — 1. FRA] EX = 
Y. 上 表 根 据 连 续 性 . 在 La,8] EXSY. 

特别 地 ,如果 取 了 二 0, 则 

0 = EC) = ROY) & OX), 

H PCX) = ACY) = OX = FY = 0. 

引 理 3 i (M, Am BEC” Riemann 流 形 ,y(t) a Sth 
为 M PRIRA. 则 沿 y 存 在 ylo) AG — SESE ple) <e ak 
沿 y FEAE C haw XW: 

(DA| 7; 

(2) X(a) = XCb) = 0; 

(3) POX) <0. 

证 明 (=) 设 存在 分 段 0~ 向 量 场 满足 Q)、(2)、(3). ( 反 
HE) 如 果 y(t) ya 之 + 之 了 不 存在 yla) 的 共 冰 点 ,根据 引 理 2, 就 有 
LOX) > 0, BRIER) <0 FAAP IA. 因此 , 沿 y 必 存在 yCa) 的 
HHE ya 之 c <b. 

A>) Bylo). eLA y@ Hy W— PHS. 则 存在 非 零 
的 Jacobi y ¥,¥(a) 二 了 Cle) 一 0. 根据 定理 4, 了 | y. 取 ;ycey 的 凸 
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FRU BU 中 每 个 点 有 一 个 正规 (或 法 ) 坐标 邻 域 包含 Ue 
阅 3.1 308 103), A ô > 0,18 yle — ô) plo + ô) EU. 
AHH y Mle a) Byte + 3) HR ype + 3) AE vc 
一 6) HSER ATL TERI 
J3 — Piece M D Tato M 
Z — (Zle — ô), Ze + 8)) 
是 一 一 对 应 (注意 两 个 向 量 空间 都 是 2m 维 的 ). 因此 ,存在 Jacobi 
场 在 两 个 端点 ?Ce 一 负 和 ?Ye 十 信 具 有 预先 指定 的 值 , 现在 ”上 选 
定 Jacobi 场 Z, 使 得 Zle — ô) = Fle — ô) B Zle + 6) = 0. 
YG y 定义 分 段 0” AR X OF: 
Y, MK vla) Bl yle — å), 
rfp M vlc — ô) A| yle + ô), 
0, M yle + 6) Dl yo. 
根据 定理 5, 有 
KY) + FY) = AY) 


~ FEY — (ROY, yy ,FY dt 


= [lar — (ROY yy Y Jdt — YY) |: 
= 0 
再 由 引 理 2 得 
B(X)= BO 一 RY) 
= ROO) + te) 一 ty) — EY) 
= FEZ) — BY) 
= KEZ) — HAY) < O. 
其 中 
Y, M ple — 6) Fl) peo, 
0, KA v(e) 到 ?Ce + 6), 
为 沿 y 的 分 全 ce Bh. 
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定理 7(Cartan-Hadamard) WW (M, (00 A m #EC™ Riemann fit 
JE FRAT HS MEER y AE — EY CRY YD) 所 0, 则 沿 y， 
FLA AESMA. Re AH. AE IE Be HWE AY Co Riemann 流 形 没 
A SCHL - 
证 明 1 eX AHR y WY Jacobi $, H, X(a) = 0, XC) = 
0, 其 中 * 和 5 为 7 的 两 个 参数 值 . 在 定理 5 中 , 令 7 = 和 ,就 得 到 


0= (XDE 一 | [Ge x? — (RX, yy 1X) Jdt 


= [acy ,Xd — [cx ,Xr dt. 
青 由 题 设 (RCX,y )y ,XX) 所 0 代入 得 
0 <f X dt = faea ,yd <0. 


于 基 | xa = 0 AHX, XO = 0, xX 二 0,, 即 站 为 
平行 向 量 场 , AX, XY = 20K, XD = 200, X) = 0, (X, X) = 
(X(a),X(a)> = 0,X = 0. RRA SR y CHAAR 
的 . 

证 明 2 AA 

CX! X= CX, XY + ON) 
=— (R(X, yy X) + (X, XO SO 

所 以 (加 有) 是 关于 的 单调 增 函 数 . 如 果 X Ca) = 0, XO) = Oya 
<b, MX (a), X la) = 0 = (XY ,从 而 (XD XC) = 
0,t E (ao), 这 就 蕴涵 着 (XO), XOY = 2X, X(O> = 0, 
(XC), XC) = (X(a),X(a)) = 0,XC) = 0,2 € [a,b], AP ae 
26 y Fo AER. 

定理 8 ik (M, A mE C Riemann HG, HAAR 
> 0, 则 对 M 的 每 条 测 地 线 y, 沿 7 的 两 个 相 邻 共 恩 点 的 距离 不 大 
于 和 we. 

证 明 yt) a SES by HMMA (Oo) 为 yla) 的 第 一 个 共 
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HR Ba <b bY A ATA Y Lf BIO = 
a BR f(a) = FO) = 0. FEO WIK, Ly =D, 


sin > 
0< EOY) = OGY). GY) — ROY yy fF) Jae 
= [lore FORO yy Yy dt 


去 | (一 cd 


-=f [G 一 一 os 5 一 Sa) o(sin 5 ca) ?jat 
一 | 2 e cos — ¢ sin's jdé 
T b— a, ff 
T G a vx e) 2 


Mbaka fc. bby BE my ala Mc. KF yw LY 
强 长 为 参数 , 故 yla) 和 y ZARES 
ply(a) PON) Ean ve. 

类 似 可 证 下 面 更 强 的 结果 . 

定理 9 i (M, Arm EC” Riemann WIE , Ricci KBE 
EH, HEHE A Se 一 Dc > 0, M PRR Ay E 
BE {HS PAR SE PE SPR BB a/c. 

证 明 iya SES bo AMMA yoo) 为 ya) 的 第 一 个 共 
ie pa <b << ye 选 了 Wit ¥ 的 平行 向 量 场 ,使 得 {ts 
Vio Fai) A TrM 的 规范 正 交 基 . 令 


fC = sin in, 
显然 fa) = fO = 0. FHC AME, ly ll = 二 11)， 
DEN S EGY) 
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p mo! mm 一 上 
= [US rere — FD RO, yy ,YJ 
T i=i i=} 


= | om 一 DGF — ef? dt 


T h—a 1 


hbh— a’ T 7? 
Mo—axia/ fc. bhb hb —axa/ d e. 从 而 
PEPE bo) Sho a Vc. 
注 2 MRR Sc > 0, MITE fo a aX E 
EIE Fi = 用 se 了 my 则 有 


Ric(X,X)= Ď (ACY, X) X,Y.) 
t=1 


= ím — 1)¢ 


' = `> RCY, FOY: Vi) 
i=? 


因此 ,定理 9 蚌 定 理 8 的 推广 . 
设 上 为 各 维 0” 完备 Riemann 流 形 CM,(,)》 上 连接 yp 和 4 的 潮 
it Be WR EBS RE LO) = p(y,9), 则 称 y 是 最 短 的 . 3. 1 定理 6 指 
出 ,MM 中 任何 两 点 可 以 用 一 条 最 短 测 地 线 相 连接 . 在 本 节 , 下 面 我 
们 总 假定 Riemann 流 形 是 完备 的 . 
定义 4 pE MÄ EA. MHR pE, 0 过 ic oo KM yO) = 
?出 发 (是 弧 长 参数 ). 令 
A= {s > 0] M p00) Fl p(s) Hh y ABA yl 是 
最 短 的 , 即 Ly |-o = pCO). p(s}, 
则 4 具有 性 质 ;(1) 如 果 s E Ats, Wee A( 可 反 证 );(2) MER 
c> 0, fF MTs, 0< s<c¢. MA s € A, ill 
(yO), yC) = lim p(y(0) ,y(s)) = tims =e, 


即 c 和 4. 这 两 个 性 质 昔 涵 着 4= (0, +00) W A= (0,c], EPF e 
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AEP IER. MB A= (0,c], WA ye) A (0) 沿 y 的 割 点 (或 最 
DAWR A = (0, + 00), 则 称 y(0) 沿 ? 无 割 点 . 

定理 18 i plc) Hy CO) HMMA yr) 0 t<+ co HF A. 
RF Pee E> A CAT AB PA AB RA: 

(1) ple) 为 0 HE vy BS 1 HSER 

(2) 至少 存在 两 条 从 y(0) 到 ylc) 的 最 短 测 地 线 . 

证 明 Bh ste 为 实数 的 单调 减 序列 , 且 lim h 一 ,对 每 个 
H IRR RiR exp X OSS a A rO 到 ?to 的 最 短 测 地 线 , 其 
HX, JE (0) 处 的 单位 切 向 量 , 而 0 二 pCO). y). 设 总 为 20) 
处 的 单位 切 向 量 ,7(o = exptX ,iE (0, +00). AA vod A yO 
r HSL Rat e RA XS Xi > o 由 于 ci 一 pll, y), E 
以 c= lim cr AE {cX |k = 1,2,+++} 包含 在 Tx 的 某 个 紧 致 子 
集中 . 不 失 一 般 性 (必要 时 选 子 序列 ) ,假定 序列 cX eXe UCR 
于 其 个 长 度 为 的 向 量 , 记 为 cf ,其 中 了 是 单位 向 量 . 国 为 expey = 
jim expaXs = lim y(&) = p(e) „EZ expt 0 tc HEM yO) 到 | 
yCe) AWER. ERIS BEA o I Re DY. (ie X AY, Ml exptx 
和 expY 0 tc AA RIE v0) 和 ph) 不 同 的 最 短 测 地 线 , 即 
(2) RF ARID X = F Al ple) HH vy AHF yO), Ri exp: ToM 一 
M AY GASP Expro s E eX SESE ROY. exp Hf eX FET aM HA THB 
域 UC™ [A] HARRY y(c) 在 好 PR TIP RE. AAA 
自然 数 ,使 得 LX 和 ec 两 者 都 在 5 中 . ALA expaX = vi) = 
expadr, 所 以 友和 = aX it 5X AMT AY XH YR, 
r HY vy EEF yO) 的 . BOA Ey ®) 之 间 没 有 ?0) 的 
共 辊 点 . GE ER Cs) Os <o Hy r HTF yC0) ,根据 下 面 3.3 
定理 10,y 不 是 最 短 的 ,这 与 c RE MAIS. 所 以 vec) E rO 4G 
y APSE BCL agar. 

定理 11 Rye) Av) HMR yO 0OStc+ omnis, 
则 pCO) 是 vt) 沿 y 的 相反 方向 y A. 
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证 明 FEAR yp PRS yD 对 一 ee 二 
L+H co 有 定义 ， 

Wa > 0, 可 以 证 明 六- 不 是 最 短 的 , 事实 上 因为 yo 为 
PCO) 说 vy 的 荐 点 ;根据 定理 9, 可 能 有 两 种 情形 , 情形 .1 ,ylc) 为 
yO) 的 第 1 PRP. SORE SAY TE MENA y(0) 也 是 ?Ce) By 的 
APSA. Be OPA 3. 3 E OM yl BR TE 
257 NIE yO) Al pe) 的 异 于 ?oa 的 最 短 测 地 线 , 当 然 CO 天 
rz (0). 于 是 vl oocius 不 是 测 地 线 ( 因 在 1 二 0 椒 不 是 0 的 1) CAR 
B L(ylpapD = e+ a = Lyla) A py a), ve) ,By | 
不 是 最 短 的 . | 

综 上 所 述 , ylc) Hy” MBA vO) WR OS’ e 再 证 5 = 
OIE 如 果 0 之 5 之 c, 青 用 定理 9,yt8) 沿 y 共 办 于 py(e) ,或 者 
存在 从 y(c) 到 7y(2) 的 另 一 条 最 短 测 地 线 . 类 似 上 面 证 法 ,对 任何 a 
BV] 不 是 最 短 的 : 特别 地 ,y|ro,oj 不 是 最 短 的 ,这 与 的 定义 相 
APB. 因此 ,8 = 0. 

EMS HS, = (X ET M| || X || =1} Rt = {lr >0}C 


R. $ 
#: Sr Rt |J {+ o} 
X => uX), 
K= 如 果 expeX AHT y WAS. 
十 oO, mE py BA, 


EP y = exptX = exptX,0i<i+ o. FERt U f+ coh HG 
Fh c Fb aE t* = ( (a,b) Mia, + oo] = (a, foo) Y {+00} Ja, 


bE R) 所 诱导 , 设 
Clip) = (a#GOX|X ETM, |X = 1, O< p(X) <4 oo}, 
出 


Cip) = expl (2) 
EIE p RANA MERK — SSR A. EE 为 了 的 
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定理 12 AŽ a.S,~Rt YU {十 co} 是 连续 的 . 

证 明 CRW aR FAX € 58, 不 连续 , 则 存在 序列 XE S,, 
使 得 limX, = X H x(X) x fim nC) GAPE, lim fai 4 lim). 
一 般 地 lime X.) 甚至 可 以 不 存在 . 但 是 ,因为 必要 时 可 取 子 序列 ， 
所 以 可 假定 lima CX) Æ R+ U {+ co} 中 是 存在 的 ， 

先 设 4(X) D> limaa), f exp limz(XDX 不 能 沿 测 地 线 expe X 
FERRET p 由 定理 2,exp:T 了 MH 一 MC™ [al Heh ima X,) X 的 一 个 开 
SB ik U PRE exp lima XO X AAR RR Eep 上 ,至 多 省 略 有 限 包 
个 AXDX, 我 们 可 以 假定 所 有 的 (XDA EV. 因为 exp:U — expt 
Wy C™ JEL BG RIE cE BB 2 expa XOX GWM HAR expeX, PALM p E 
FE 10 指 出 ,存在 从 ?到 epe XOX HHRMA ,换言之 ， 
对 每 个 ,存在 ?处 的 单位 向 量 Y XL, 使 得 

expa pY, = expu( X) Xa 

H F exp:U > expl E—— TA. HEAT k, XOY E U. 我 们 可 以 
假定 lim7, = 了 (如 有 必要 , RY OER. BR YI = 
lim || F; || = limi = 1. BEY € S,. FE lima (XoY = lime XY, © 
U. 此 外 ,从 

exp lima(X,)¥ = expQlimyz( KY,) 

= lim(expe(X,)Y,) = lim(expa XƏ X) 

= expimal X) XY) = exp limp( XƏ) X 
MY Æ X. RE expeX Al exp 0 扫 < lima O 是 两 条 连接 ?到 
exp lima {X X = exp lima (XOY 的 不 同 的 最 短 测 地 线 . 这 就 蕴涵 
E WSR b> limaCX,) , UO) HAS eX lib RAR. 
ARR b = aX) > lima(X,) ,就 与 exptX,0 St< w(X) 是 最 短 的 相 
FJA. 

FRE aX) < limy CX.) MR b > 0 H lima X) > aX) +b. 

HT RE CBS SARS T XL) ,对 任意 上， 
HUM) > eX) + 6. 
根据 eX) Wie ETE XL E 5); 使 得 六! ~ X H epo tgi 
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ACX) 十 b 为 连接 ? 到 exp(a(X) + OX HMMA HH o 过 
5 注意 下 本 以 是 负数 ). 特别 地 ， 
expCu€X> + b) = expCu(X) + hX. 
e= Tb —b) > 0. 因为 
lim exp ta(X) + 5)X, = exp(a(X) + bK, 
可 以 很 定 ( 如 有 必要 ,省 略 有 限 多 个 ) 
atexp(u(X) + BX, explet) + bX) ae. 

Af SET EY & EE p Bll exp (uC X) +h) X = expC uC X) + 
DX PYM HAR expeX,, 0S t< aX) + b, MER exp(u(X) +a) XB 
exp(a(X) + 5) X, 的 最 短 测 地 线 组 成 的 连接 p Bl expC uC X) + DX, 
的 曲线 ,其 长 度 小 于 uX +a t+o= WX) 十 8 一 c, 这 意味 着 测 地 
线 exptX.,0 KEL ul) 十 5 不 是 最 短 的 . 因此 ， 

CXL) = plpexpu XoXo s aC) + 5, 
这 与 假设 XD > aX) + OTR. 

综 上 所 述 ,对 任何 序列 X E 5,, 使 得 limX; = XA eX) = 
lime(X,). BY a;S— R*+ U {十 2} 是 连续 的 . 

定理 13 WE = {XIXE SpOt aX. Ml 

C) By TM Pa Hie 

(2) exp: E — expE C M ġ C@ Jah RE expt 为 M PFF 
集 , 它 是 ? 点 附近 可 定义 正规 (法 ) 坐标 系 的 许 的 最 大 开 子 集 ; 

(3) M 二 exp8 ll CO), lL 表示 不 交 并 . 

证 明 (1) 由 定理 12 立即 得 到 . 

(2) BAR, exp; E —expE C M -— BRS AE Pi 3. 3 定理 
10,46 BREESE p SER. EE BRON exp Æ E pya RABE 
异 的 .从 而 exp: E — exp# C M 3 C™ [AIRE 

(3) Cp) 和 fa) 的 定义 得 到 B 门 Cp) = S,expF() CW) 
= gj. 
Be © MoexpiX,0 二 二 0 为 连接 p 和 4 的 最 短 测 地 线 ,其 中 
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K E Syra = plpeg). A uC X) BAe MA RL a SCX) aX © FB aX 
E C(p). 所 以 ,4 = expaX € exp# 3Ẹ q = expa X € C(p) ,这 就 证 明了 
M C exp U CO, HR WRI BE M = expB | CO). 

推论 1 1 MH mHE e C Riemann ÑE pC M. WECM 紧 
致 

=> (2) HER X E S,,u(X) 之 十 co, 

& (3) Č AAF se 

证 明 《1 一 人 2) RM ER ACAM HAE. 如果 & > d, Ml 
expiX,0 Sta 不 是 从 p 到 expa X 的 最 得 测 地 线 , 其 中 X€ SF 
是 ,nt(X) Sd <I om. 

(DED RHE XE S,,u(X) 过 十 oo. 由 定理 12 S 
~~ R+ U {+ co} 是 连续 的 . 因此， 

b= sup xX) <- co 


和 
EU C@) CBG) = {XET,M| || X || <9}. 
根据 定理 1303), 
M=expFE VU Cp) 
= expF (J expC (yp) = exp(# U @¢p)) 
C expB(4) C M, | 
M 一 expBfi A RRE. 

(2)6(3) 显然 . 

例 2 设计 二 5" 为 通常 的 w 维 单位 球面 ,p E 8" 为 北极 ,? 在 
TS PRE CC) 是 中 心 在 TS" 中 的 原点 ,半径 为 x 的 m 一 1 维 
球面 .2? TES" PRB C Cp) 怡 为 南极 ， 

例 3 设 5" 为 m 维 单位 球面 ,g 为 其 通常 的 CRiemann 度量 . 
对 zy E SR yey =— 2 , 则 称 y 一 xz 易 见 一 为 一 个 等 价 关 系 . 邻 
[zj 一 {y€ Sy~7x} 二 (x, 一} 为 x 的 等 价 类 ,PP"(R) 一 各 /一 一 
(Cell: € S") 为 m 维 实 射 影 空间 ,zr:5" PR) se — a(x) = [r] 
为 相应 的 投影 , BLS 一 S",T(z) 一 一 zx 为 等 距 变 换 , 自 TX) 
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= — Xig(t4.(X),74(¥)) = gi X, — FY) = 9( X,Y). As” 上 
的 Riemann 度量 了 诱导 了 好 = 严 (R) 二 的 一 个 Riemann E E g, IE 
{$ g = 2% Gg, H x: 5" > PCR) 为 局 部 等 下 映射 . [zp] E PCR) 在 
TPR PARAE CCD ET POR) 中 以 原点 为 中 心 ,二 5 为 半 
径 的 mm 一 1 维 球面 . OR p 为 北极 , 则 [pj] = ip, — p) Æ PeR) 中 
Bs CC) FR rO) Ey = (Cateye) E S) SB mm — 
1 维 赤道 . 所 以 ,etip]) 自然 为 嵌入 PR) Wm — 1 维 实 射 彩 空 
间 . 

As 设 (z,y) 为 Ri 的 整体 直角 坐标 . 将 正方 形 10, 1 x [9， 
PAHA OAG DES, (0,y) 和 (1,y) 要 全 得 到 的 商 空 间 就 
是 2 维 环 面 邓 . 在 R? CA AAR Riemann 度量 诱导 了 M 于 的 -一 个 
Riemann 度量 . 设 p = (15) oR TET 中 的 制 迹 Op) 就 是 To 
中 以 原点 为 中 心 ,1 为 边 长 的 正方 形 . M pM HRSA Cn) 为 两 
条 闭 曲线 组 成 , 它们 形成 了 HOM, Z) =z Oz dd. 

KF SG FA Al oe a HE Hs RY SL Kobo]. Wa], [Wei] 
#0 [Won]. 


3.3 长 度 的 第 1 和 第 2 变 分 公式 


设 (M,《,)) 9 m 4 C™ Riemann fi. 给 定 一 条 直线 v: [ab] 
+ 4 后 ,如 何 去 确 定 在 连接 rar 的 所 有 曲线 之 中 ,? BSA 
A 最短 长 度 ? 一 般 情形 下 ,这 个 整体 问题 是 没有 解 的 , 但 如 果 限 于 
y 邻近 的 那些 曲线 , 岂 微 积分 提供 下 面 的 回答 :将 > 嵌入 到 一 个 单 
ARRIK {TOD lu © (— e,e)) fE 700) = yp, HIHE Rue {一 e， 
Es 

tõu ca? = pla), rad (h) = ytd). 
并 验证 由 rO) 的 长 度 LO) EXHAR LC ee) 一 及 在 0 处 是 
否 局 部 极 小 , 例如 ,LC0) 一 060 为 二 的 驻 点 或 临界 点 ) ,EC0) > 0, 
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则 
l alut) , 
LD LO) + (Ou 十 ETAO + a Je 


一 710) + [3 ECO) + oe oC) To 


在 * 一 0 处 达到 局 部 极 小 ， 

设 psg 为 于 中 的 机 个 (不 必 不 同 ) 点 .从 ?到 的 分 段 o” 道路 
(HH ETER pv: [eb] M, 使 得 

Cl) pla) = py yd) = g; 

(2) 存 在 [a,b] ABI a = to << Shag = b EP 
?| 是 的 ， 

te PCM 37.9) = 1? 为 好 中 连接 ?9 HOE Co 道路}, 有 时 
为 简单 起 见 , 将 它 记 为 9CM) BE 2, | 

ma Oo ALE FORELEG” SIE. ADA SE Mv © 中 处 的 
切 宝 间 

T.8 = {| 沿 y 的 分 段 0* 切 向 量 场 , 且 X(a) = 0,X) = 0}. 
因此 ,7T,8 中 的 元 素 就 视 作 y 处 的 切 向 量 , 这 样 做 ,是 为 了 采用 通常 
流 形 中 有 关 的 一 些 思 想 和 方法 . 

HS 1 曲线 ?的 ( 单 参数 ) 正常 变 分 是 单 参 数 曲 线 族 Ta) ,zz 
E (— 2,e),7;(— 2,8) > OEE 

(1) r(x) € 9 = OCM; 7,9) ua € (— ese); 

(2) +1(0) = y; 

(3) FEE 1a,5] 的 一 个 分 割 :@ 二 直达 之 之 1 二 b if r: 
C— e,e) X [a,b] M, Cu, i) Tt) = T) O EBE eye) Xx 
[aa] ERER H , m EREJE e & rtin] EÆ 0” 
的 . 

显然 ， = (0,0) = 0, (0,0) = 0, eS OD E T2 Hm xXe 


7v9, 如 果 对 每 个 固定 的 5 [0,6], u 为 参数 的 沿线 的 切 向 量 冯 
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在 点 yD =70O = 10,0 FX@) KW XD = 20,4) il 


称 王 为 联系 于 正常 变 分 了 或 = 的 一 个 正常 变 分 向 量 场 .? 称 为 此 正 
常 变 分 的 基 曲 线 ,X 也 称 为 此 正常 变 分 的 横 截 向 量 场 . 如 果 只 要 求 
RIFO) 3), 就 称 了 或 为 ?的 变 分 . 

引 理 1 XC TO 为 正常 变 分 向 量 场 ， 

证 明 ił TEULE) = expr (aX ()), Ml x 为 联系 于 正常 变 分 T 
AY IE AAE ih BH. 

定义 2 KP:O>R ASHRAM y COM “ERT” 
或 “ 切 映 射 "为 

dF = Fy; TH Ti R 
X -> Pa (X) = dF (X) = 16 CO) HP 

其 中 , TO BRR X AES TT FCO) = y EO 二 X. 这 里 ,我 们 
不 去 研究 导数 的 存在 性 以 及 导数 是 否 与 + 的 选取 有 关 . 但 有 下 面 
的 定义 ， 

定义 3 POR 为 实 函数 ,如 果 对 ?E 9 的 每 个 正常 变 分 
7 都 有 | = 0, 则 称 ? 为 下 的 临界 道路 ， 


例 1 MRF eye OUR RMA EHEC 在 v 一 [0 


总 是 存在 的 , 则 y 必 为 临界 道路 ， 
引 理 2 i M Fy mE C™ FEB ot: (a,b) X (c,d) > M Y C” oR 
AY, Ri] Vas = V2 =. 


证 明 iR io'Ca tt} A ru, 的 局 部 坐标 , 则 


Apy Ay 
a X J Ou au de 
Fat | Fx! 9 dr a 9 a. 
FA og = Sn 和 23 YR + laa = Vi ag 得 到 
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= Vay | 
定理 1( 长 度 第 1 变 分 公式 ) 设 yE 957, (— ee) X [a,b] — 
M TDG) = Cut) Ary BY C™ Wop ye) 的 参数 1 正比 于 弧 长 , 即 
fy CD = 2 WHR. XO = Sr [os D 


Iaw) = Liy „X)| — [vy »X)dt}, 


Sh LG) = [ af Edt 为 i(u) 的 长 度 


证 明 dL(r(u)) 


-| 号 aa t 
_f((_l xo g 
Shap Ep 
A 
_( l ko 
=f | EG | a Vz 3 es 
a 
FFRI, 4 u = 0 时 ， 
di¢z(u)) K 
aa a Sat al = A di 
Be bea ara A 


Lf?.d 
aha >? —_ Very „X> idt 


I 


oone [v ,X)ae}. 
定理 2C MAKER 1 变 分 公式 ) BrE, 
Ts ee) X [a,b] > M, TOD) 一 Ce 
为 f0) = y AHERE, H RET 2,8) X Lisia] 上 是 人 
的 ,其 中 es 一 站 所在 后 < 有 1 为 [85 的 一 个 分 割 ,7 的 参 
REM EME. A jy (有 一 为 常数 ,X(t) = 二 Ca lazos 
则 


ditt@)) i _ 
a {Cy XG) {pi (a), X ka)’ 


+ SOG) PUDE — [ov 7 dt 
证 明 在 每 个 (— e686) X Lorbi]. ER hy H ce E ] 得 到 


LEOD) dgoh; 
du a EUO iD he 


= > SLE, be SED) [ane 


peo 


= Ð Flee = Pov ae} 
jae 二 t 
== aid (PI AGO) — (Ca), Kia) 


+ Sy Cf) — p OF), XC) -| CV wy dt}， 


gv 


注 1 定理 1 和 定理 BR Xe) = OM XM =0K 
外 ， AARE pee OO) 与 所 选 的 变 分 无关 所 以 ,可 写作 
d 
Ae) Loy) 


定理 3 WA ve 为 测 地 线 避 任意 XE T,(Q2),dL(X) =Ù, 
29) 


dLCXY = L, (X) = —— 
du 


BI y ALES EERE. 

证 明 (过 >) 如 果 y E 马 为 测 地 线 , 则 y 是 C0” 的 ,当然 是 连续 
的 ;此 时 ,3 的 参数 必 正 比 于 强 长 . 根据 引 理 AHEM X ETO), 
可 以 构造 与 相 联 系 的 正常 变 分 7, 再 由 定理 2 并 注意 到 于 (8) = 
OX Ce = Oy —y GS) = 0, = 0, dZCx) = 
dE (7 (a) ) E 

du a=0 dé, 

(Si y E l ERTER tmn] ERC? HF = 0,1, k, 
HP a = iadh oe ch = AE y ERAN, EE, 
t-11] HE Ce H fC) = fC) = e = fad = 0,8 f Æla b] — 
Ilesha ttt) 上 上 是正 的 , 则 

X= fV € TCL). 

代入 定理 2 的 公式 中 得 到 
LG) | 


du pasa 


Ely 


0 


] b 
一 一 Rl ery Vy dt = 0, 


这 就 曹 涵 着 在 Vey PEZAR ba) Ej = O61, DLA 
Vyy = 0. ROSH yA. 为 了 证 明 y 在 La,6] 上 是 的， 
对 每 个 固定 的 C= 1,…, 有 科 ,选择 一 个 向 量 场 XT,(Q) 使 得 
X(t) =y C7) — vy OF). XG) = 0447, 将 它们 代入 定理 2 中 的 
公式 ,就 得 到 


0 一 ALETO 


du x=ņ 
= Eear — ¥ Ga) — rD, 


VD yO) =r) = rh). 
于 是 ,7( Eled] EE, BI yE o ey. 再 由 测 地 线 的 存在 唯一 性 
定理 知 y 在 La,5] bee Co 的 . 
定理 4 WN ACM, <(.>) 的 闭 Ce Riemann 正则 子 流 形 ,p E 
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N pA.) 诱导 的 距离 函数 ,显然 ,存在 ? EN, 使 得 
o(p.g) = plp, N) = inf {plp D jz E N}. 

设 ylab] > MATER pAg RUME HSH BR. 
则 py) 上 TN. 

证 明 KY EC T,N.E:(0,e] N 1S (0) = Y,a 为 1(0) 
一 3 的 和 任 一 单 参数 变 分 ( 易 证 这 样 的 变 分 必 存 在 ). 对 每 个 2 € [0， 
JOD ERE pA EOD. I 7a) (a) = p HS (0.0) = 0, 进 而 ， 
由 于 EAR eV = 0. 根据 一 般 的 长 度 第 1 变 分 公式 得 
到 


gu. GEC) 
7 diz n=O 


a b 
(YG) ,21(0,b)) 一 [vy 2x(0,t) yd 


2 = dé 
D) TODD = Gf ),5200)) 


= (y h), Fy. 
于 基 ， yi) | TM. 
定理 5 长 度 第 2 变 分 公式 ) WR). € [ot CHIE) 为 


WHR, T), — eae TO 二 y 的 0~ 变 分 ,XG) = ECO, 
>, y(t) = (0,0), HH rout) = FO. 则 
LGW) h05 CVX, [E+ fi | X 2? ROX, yO Xd 
— [ir Xy Pdt 


证 明 h yp EAA EE 9 ABIL LFW) a= 0. 进一步 
计算 并 应 用 引 理 2 有 


d } or 
au dey aR” 
x 
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1 d h, wh dt or dr 
+ IET RED SES) + VaVe DR 
x 


(这 里 用 到 [Z.Z] = 0). EER u = OF, 


ar a wy — 
Veg = Ver =0, || = ll = |y =1 


E] 


及 


d= OV EV ed? = OV eX yD 


an dr 
VaV a a 


1 


| Sy 


or ar 


EL 
t 

i 
= 

3 
7, 

党 
ee" 
“oat 

= 

| 
= 

——, 


t d 
dus 


'l 


È 
| {RD |? + (ROX) OX yD 
— [Kr XG PA OV XY y A hdt 


CVX, |) + | XD 2 — (ROX VOY XD 
— [iy Xy F id 
定理 6( 长 度 第 2 TIARE APERO 
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d? - 
aye (Fe) lat 


= axol | {xX <RCX+ Sy Dp ,Xt Yd 


b 
(Wake > [2+ XH, Xi) |? -| CXL + REXL yy aX ddl 


证 明 AT XO) = X10 + fOr OCHRE OY OO) = 
0), FD = (XW. CO) 为 La,8] FR Cy Be. 于是， 
| Xe) ||? Le XC F 
= xo H EOW No Cow. xs? 
= | Xo ||? FD — FD = EXC) |. 
由 旱 率 张 量 A OY PREPS EI 
(RCXLT yyy) = (RO yy XL) = O, 
(RCX, yy X= CRCXL + fy dy KL + fy) 
= (RCK, eX) + FRX YY yD 
+ FRE spy, X+, Fy) 
= (R(X+, yy Xt). 
PE Esta (XL, x+y = (x, XL) — (X41 x) 以 及 定理 5 得 
到 


可 一 
Gitte)? | «=a 
一 《wx 所》 上 十 | xt ||? — (RCX, pp, X= > }de 


= (YX, E+ cx xty |p — [ext + R(X, yy, X~)de. 


定理 7( 一 般 的 长 度 第 2 变 分 公式 )〗 Bye aM; po 是 以 
ME ty BM AR ys fe. b] — Myla) = pry) = 9,X € TQ, 
TUDE) = Cui), (a, © (— 2,2) X [a,b], XM e 单 参数 
正常 变 分 , 即 = <a Cah, =) iad] 4S EB 
X ERP Ltt.) EC? Ra 一 0,1,…,h. 则 
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| =f% (XH — REXI, py, XL 


4 
一 Dre oe — KEH, XE) je 


2 二 1 


— [XE ROS yy XA 
证 明 ”由 题 设 , XCa) = 0, XC) = 0, rlu,2) = yla) = pitta, 
b) = yb) = q. 于 是 ru,a) = 0,Žr(u,b) = 0, 


YX |a = VR F en, a) = Ù, 


Fon Oy 


TX le = Wa F u,b) = 0, 


Pg +o} che 
E VaX {ot = VaX jg .根据 定理 f, 立 即 就 推出 定理 的 结论 

EM 4 ity E= QCMH;p,4) 是 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 
(dL) = 0.¥ X € 7,2). id 


d? 一 
IX, X} = ute (TH) | v=o 


(HERE7T,ESXHOR CERES WO =74, AeA 
FE). 则 称 
i; Tex TAR 
(X, F) — FCX,Y) 
Je aa LTE y © @ Shy Hesse 泛 函 或 指数 形式 ,其 中 
XY) = ZK HY, X + P — IX,X) — 10,99]. 


Ber, ICX, YO = ICY,X). 

从 CX, 了 ) 的 定义 和 定 建 5,6 及 7 立即 得 到 

定理 8 iy. X,Y Mex 4 AR re) (2) = ret) AX 
B co EXT EET ota] ELBOW RaSh ee 
Lhah = b Elab] HR. 则 
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b 
Kx,¥)= | box) Yt) — (ROX YGF) 
— dp, XO Cpl Po bdt 
— [iarr 一 RCX. sv oy oY! > hd 


= Sixt — xt YL) |, — Par + R(X! yy ,Yd 


证 明 由 定理 5 知 


I(X,.Y)— SUX +Y,X +Y 一 KX, X) — 10¥,Y)] 


7 ziea + YX HYY) — CX + FOX +F? 


— fi, X HEVT — XXO’ 4 RCX ,YY YY X) 
+ [iy XAY] O’ + CACY yD? 
+ Ley Fy J? hde 


= [xr = RO YD — GP XY YY Yd, 
再 由 定理 6 和 了 就 得 
(X,Y = ZU +Y, X + ¥)— F(X, X) —IY,Y)] 
=F [extn at yy 


— (ROUX 4 Y)! yoy, (X + YL) — OK) 
+ (ROX! yp Xe — YEP) 
+ (RC¥+ Oy ¥+) jae 
一 | — (RCX! yy VL) }dé 
一 [xe yey — < LI" y+) — CRCX1 y y Yi}dt 
A b 
(XL YL) [po 一 | (XL 十 RCX! yy Dy 13dt 
150 ” 
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i a 
= > (X07 _ XL+ F+} 1 — | (X1 + RCX1L, yy »¥+}dé. 
i= 1 ° 


定理 9 ype G= 80M;p,9) EARE ASR MR: 
a,b] — Miva) = pyh =q X E 7,9, A) X- A Jacobi ih = Xf 
任意 了 €7,8,10X,¥) = 0. 

证 明 (=>) i X1 Hy Jacobi iA , HX SEC’ My. AEE Jacobi 方 
fe XU RX, yoy 二 0. 因此 ,由 定理 8, 对 任意 YE 7T,8, 有 


h 
KX, Y) =— | (XS ROXL yy ldi 


一 一 [our ydt = 0. 


(< 二) 由 条 任 知 对 任意 YE TR,1(X,F) 一 0. 在 定理 8 中 , 选 沿 
y PS) BE Ce 函数 了 ,使 得 FG) = fC) 一 = FD = FO.) 二 
OCH Pa =a cee acta} 为 Le] Wa) ,而 在 其 它 
Wtf) > OS FY = UXU + RCM yy J. 于 是 
O= KX,F) 


一 一 ces + RCX- yy XE + RCX, y Dy Ydt 


oR [ita JG = 0.1.--.4) E, X 满足 Jacobi FF: 
XU + RCX—,y yl = 0. 

为 了 证 明 X1 在 整个 Le, 站 上 是 Jacobi 场 ,根据 定理 3 充分 性 的 
证 明 , RARE X ER PAC) 一 1 人 处 是 刀 的 .为 此 ,对 每 个 
固定 的 j, 选择 分 段 C” EH Y E TO, EE Y 二 Xto 一 
X-t Ea PY = 0. 于 是 ,定理 8 中 的 公式 成 为 

O= (X,Y) = (X= — XEY 

= {Xto — xl Xt- — KUY fas 
Bde 4, Ab XM = XY ERE AU Ze ERE A) EC! 
的 . 

注 2 定理 7 中 得 到 的 积分 公式 是 众所周知 的 Synge 公式 
(参阅 [Syj) ,而 这 一 节 的 公式 主要 基于 LAnm|. 
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定理 LO WR yt) «qi s BM MR. 如 果 沿 y 存 在 yta) 的 共 
HOS ple) ae <b. yp ABER yca) 和 Yo 的 最 得 测 地 线 , 即 
”的 长 度 太 手 al 和 ?Yo 之 问 的 距离 . 

证 明 由 3.2 5/38 3, 存 在 沿 上 的 分 段 0” 向 量 场 站 具有 下 列 
R: 

(C19X | y: 

(2) Xa) = 0, Xb) = 0; 

(3) AX, XI <0 0. 

i ra), —eace By ota) Br) 的 分 段 C* 的 单 参 数 变 
分 . 因为 z(0) = y 是 测 地 线 , 所 以 


AED] o. PLG) 
da wd 7 du? 


这 就 证 明了 ,对 充分 小 的 2 天 0, pC). pe) MRR 
plvGe) pO i Liria) 


= FCX, XA) <0. 


Z 2 
= L(#€0)) + sO), ,二 4 d PLGOD) | 0?) 
u” H 
= £0 + (4b FEED) 十 04) 2 
H u 


< LD) ). 

注 3 EH IOP. A rO 为 ylq) FMR O a Sow 
RAWAL yA ARE AER ya) 和 pC) 的 最 短 测 地 线 . 例如 ， 
y@Q),0 Sis w 为 单位 球面 S 的 测 地 线 大 圆 . 

定理 11 (Bonnet-Myers) if (M,g) Hom HEN HB W 
c™ Riemann 流 形 , HR HH k So > 0( 或 更 一 般 地 ,其 Ricei KBE 
正定 的 , 且 任 一 特征 值守 Ge De > 0), 则 

(1) M HA supe p lpg E 好 ) 委 we ,其 中 pp 为 由 
诱导 的 距离 函数 ; 

(2) M Zé RAB 

(3) BARB a) 是 有 限 的 . 

证 明 (1) 设 pe E Moy 为 连接 p 和 9 的 最 短 测 地 线 . 由 定理 
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10 fl 3.2 定理 8 和 9,y RELO S a/v e. 因此 
PPD EL SKa vec, 
sup{p(p lpg E MKr we 
(2) 因为 型 是 有 界 和 完备 的 ,根据 3.1 定理 7(3), 它 是 紧 致 
的 ， 
(3) 在 MADARAM, m ka MoM HARB 
(3 B5H5.1E MD). HRAT I Riemann EE g = pg EE 
满足 本 定理 的 条 件 , 故 M RY. EE. CH, p) 的 重 数 ( 或 屋 
数 ) 是 有 限 的 (( 友 证 ) BARR. 对 x E Mop) 是 无 限 的 , 则 
pe) 将 有 一 个 诊 点 7 这 样 ,在 z 的 任何 开 邻 域 中 至 少 有 不 同 的 
两 点 zz € po Cn). Bl pCa) = p(x2) ,从 而 在 z 处 yz 就 不 是 一 个 局 
部 0" Ra Te. A). 根据 LSpa],p73,9 Theorem, m OD 是 有 限 
的 ， 
EM 5 设 yE€ 昌 二 CM;p,9) 为 测 地 线 ， 
y: [ad] >M, yla) =p, y) 一人， 
T,2 = (X| X) = 0, XG) = OX AH y HoR C Mes. | 
如 果 ra y EET y, MUP 
a = dimi X € T,2|X 4 Jacobi H} 
为 yO) 一 4 关于 pla) HME EN e > 0R a = 0 NAE 
TEJE 0 WY Jacobi H X € T,X, IER yh) = ¢ DHF pa). ic 
T 9= {XE TQIX | y} 
= {X|X Ay Hak cy EAX | y Xa) 一 0， 
X() = 0}, 
fo: THO X TiO —R 
AERA LE y € 名 处 限制 到 人 YR 上 的 Hessian 或 指数 形式 . 称 
(X e THO (CX,.Y) =OV Y E THQ) Al |i APCS). 由 定理 
B, 
X,Y) = FCX+,¥+). 
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再 由 定理 9 和 3. 2 EH A BE rito 的 车 化 数 ( 零 化 空间 的 维 
数 )， 
nllrio) = dim{X € TOJI, Y) = 0,Y Y € THQ} 
= dim {X € TO, X AFG y EJ Jacobi HA} 
= a. 
注 4 由 于 
ify Y) 一 (一 0 
所 以 了 的 零 化 数 
aD = dimi X € T,Q\ICX,¥) = 0,Y Y € 7,9} 
- > dim{ X € T,9 |I (X,Y) = 0, Y Y € TD) 
= dim {X € T, |I (X,Y) = 0,Y Y € TIQ} 
= 
定理 12 上 述 的 共 斩 恒 数 4 WE OS em = dimM. 更 进 一 
FOS. 
WA S% dim{(X E J, |X Ca) = 0} = m = dimM AFL wim. 


我 们 构造 一 个 特殊 的 Jacobi 场 了 ,使 得 了 ke) 一 0, 但 了 (p) 4 0. 
XA eS m— 1. 事实 上 , 令 
FD = (to a)y (2). 
则 
PO =y + @-ay'®) = y(t), 
从 而 YO) = yO 二 0. 此 外 ,由 R 的 反 称 性 知 ROY yy = Ct — 
a) RCOy ,y)y 二 0, 这 就 证 明了 了 满足 Jacobi 方程 
F" + ROY py = 0. 
2 WM EFS BERIE RAS CR Riemann 截 申 
率 恒 为 零 ). UEMA: [2,0] 一 M 的 Jacobi 方程 为 
A” => 0. 


Sa DORO, IEP PO ER ， 的 平行 向 量 场 , 则 >) 


2 3 
“4 P(t) = Xf = T = 0 EP f= ett dim l,m BR 


H Xa) = 0,70) = 0, MI 
0 = fia) = da t t 
0 = f(a) = chp a 
Sd = E= 0ER haD. FEX = 0, 76E [a,l 因此 ， 
沿 y 无 yla) POSE RE. 
如 通常 的 R' 就 是 平坦 的 . FC SE SS, a h RPE fo 
地 线 都 是 最 短 测 地 线 和 和 定理 10 立即 得 到 ， 
例 3 i S* CR AME pg © S ATE oy 为 连接 
p Hg = p RREME RAE S EW pg BN. 
HAA Eğ m— 1. 此 例 表 明 ,i p r TABI Be KUT RE m 一 
1. 为 此 ,旋转 球面 S", IE p Hg RIDA E r EERE A 
场 是 在 p 和 9 为 零 的 Jacobi 1AL 3.2 BH). Em i PAA 
向 上 族 转 产生 了 m 一 1 个 线性 无 关 的 Jacobi t. Alp He Hy E 
AA ER m 一 1 SH. 
Ry AEE pe = — oh AR, BRERA 
地 线 . 即 LO) = plyp,9). 根据 定理 10,? 上 介 于 ?和 939 一 一 ?之 间 不 
FE p RHC LO > pg). 因此 ,一 一 ?为 滑 ? 的 第 
1 个 共 罗 点 ;同时 ,容易 看 出 ,连接 zp 和 g 王 一 ?的 最 小 测 地 线 有 无 
BF BBD DH. 这 是 3. 2 定理 10 中 (1)(2) 两 者 都 成 立 的 例子 ， 
最 后 ,我 们 将 3.2 引 理 2. 引 理 3 用 在 TO 上 的 指数 形式 重 
新 表述 出 来 ,并 给 出 一 些 几 何 解 释 . 
推论 1 如 果 正 规 测 地 线 { 弧 长 为 参数 ) y.[z,8j 一 M AHH 
ARE yta) 的 共 入 点 ), 则 指数 形式 由 | 引号 是 正定 的 . 
证 明 1 出 3.2 引 理 2, 对 YE TLE, 有 
FOXX) = POD 
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H ROD = F(X, X) = OX = 0, 即 Flo BIER A. 

证 明 2 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 正规 曲线 y EELO] 上 . 
p= (0), AS, l0.8] + Tu 47M HH rO = ty (0) 所 定义 
的 径 向 线 . eR TC SES. A exp,» Æ p EIER, FEET, M 中 
存在 着 ?505J) 的 一 个 开 邻 域 六 使 得 expt 一 M4 为 一 个 0" 浸 
A 现在 我 们 看 到 ,如 果 0:L0,58] > exp M fe expt AER p= p40) 
到 yh) AEA RC’ 曲线 ,通过 完全 类 似 于 3.1 引 理 5 的 证 明 得 
HL) SLO) ASS Res Ako Av -TSRAN ETS 
Pe CR ED). Py O eee) Hy HM—-PEDR 
e Fat). TAREA a MF expt 中 ,所 以 由 上 上 述 知 上 (2 2> 
LOD eA LOD = 100). Ay LEA cm RR BY, 

LC 8) + Ls) — 2960) sg, 
Sd 


L(— 5) + LCs) — 2L(00) = 6, 


g2 


ECO) = lim 
xf] 


FEM Y XE 下 名, 取 一 个 变 分 n AX AED a 
FOXX) 一 了 0) S 0. 
显然 , 当 开 二 0 时 ,7 X) = 700,0) = 0. 48 Hi, PPE TCX, 
X)=0,X E Tie, wa X = 0. 
事实 上 ,对 ¥Y 了 ET 及 YY e>0.F 
Da (CX — c¥ ,X — Y) 
= ICX, X) — 2ef(X,¥) + eY ,YY 
一 一 2el (X,Y) + ANY ,YF), 
O<— 27(X,¥) + ef (¥Y,¥Y) 
A em Ot PAR ICX,Y) S0,V YE TAS. EE AX + eV REX — 
eY WL G 
X.Y) >= 0, Yy vera. 
综合 起 来 即 有 
I(X,F) = 0, Y YE TER 
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从 而 
MX,Y)=0, Y YET. 
HEM 9, X$ Jacobi $. AW XE Tho, 所 以 
X(0) = XG) = 0, 
但 r ASILPEF yO) RA X= 0. 
注 5 推论 LGM. OR yy RGA, Mt X A oA O) 
= 1(X,X) 0 所 以 , 当 * 充 分 小 时 ， 


L) = ECO) + L Ou + (2S? + 2,2 


Lf Lm + 2 


= LLD 十 [一 一 十 一 一 J LO, 


有 妈 y 在 邻近 曲线 中 是 最 短 的 . 
推论 2CJacobi 场 的 极 小 性 ) i yila b] — M HIERIE E, 
它 无 共 辆 点 . 设 关 ,了 为 沿 y 的 分 段 0™ 同 量 场 ,X | YY Lv XG) 
= Yla) XG) = YO), H Y # Jacobi 场 , 则 有 
ICY,¥) S&S KX, X), 
FER OX =F. 
证 明 1 由 3.2 引 理 2， 
J(Y 7) = POY) SE EOD = I(X,X). 
SEER OX =F. 
证 明 2 因为 了 一 YE TLO, 由 推论 1 和 定理 8 得 到 
LIX — ¥,X —F¥) 
= 1(X,X) 一 2KX,Y) + 10¥,Y) 
= (¥',¥>|@— 2¢¥',X) {2 4+ IX, X) 
= — (¥',¥) (24 X, X) 
= — ICY ,¥3} + IX, X), 
ICY ,¥) =. ICX, X). 
再 由 推论 1 得 到 
TI ,FY = 7(CX,X)e0 =— ICY, YD + ION, XD 
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k — F = Is = Y. 

注 § 推论 1 和 2 中 的 证 明 1, 就 是 3.2 引 理 2 中 先 证 一 般 再 
得 到 特殊 情形 . 而 推论 1 和 2 中 的 证 明 2 是 先 证 特殊 再 证 一 般 情 
形 . EER f [GKM]. 

推论 3 iF y(b) HAF eo ,但 任意 iE Cab) yO REBT 
vD , 则 指数 形式 1 在 中 2 上 是 半 正 定 的 ,但 不 是 正定 的 . 

证 明 不 失 一 般 性 ,假设 正规 测 地 线 y 定 义 在 L0,8] 上 . 由 题 
设 yt) 是 yt0) 沿 y 的 唯一 的 共 粥 点 ;下 证 1(X,X) 守 0,XET A 
为 此 , 沿 y 先 取 定 一 个 平行 标 架 场 {CD XO) EE XCD 一 
yt. id 


mi 


LW = X EOLO. 


i=} 


XT b, 
HOW = DAGOKGD, 
=f 


f 
MW 64) E Thot 于 是 得 到 一 个 上 映射 
TTi 2 Ti one? 
X— ty(X). 
由 推论 1, Talr CX TCAD De 0. 所 以 
IX, X) = lim IC rp X) t (X)) SS 0. 


fb 

Ay FCX, Y) = ICX Y- MER 9 Ca) HERE vO) 蕴涵 着 存在 非 
Ẹ Jacobi i X © 下 号 ,使 得 TCX. X) = 0, 从 而 i [eto 不 是 正定 的 . 

推论 4 ple) Wp HPF vid ccc bo FE X E T o, 
ie 76 F(X, XA) < 0. 

证 明 SIS. FEX E TLO E 

X.X) = BCX) <0. 

注 7 FERC 4 dBA CX, X) <0, E yp HBS, PE a 

充分 小 时 ,有 
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L(ay= £00) + E (Ou + PEERY eae 2 


me + 9 


二 {站 十 [一 一 十 一 一 jv <0). 


REEE Aa. Y 由 全 在 部 反 二线 中 也 不 是 最 二 的 
由 推论 1,2,3,4, !|rls EE, P REE EPEE 
T rlen FICHE tea — PEELS yO) np PAIR. 


3.4 体积 的 第 1、 第 2 变 分 
公式 和 和 极 小 子 流 形 


这 一 节 是 测 地 线 的 高 维 推广 .将 寻找 曲线 长 度 泡 数 的 临界 点 
(临界 道路 , 即 测 地 线 ) 撞 成 寻找 £ 维 子 流 形体 积 消 数 的 临界 态 ( 
维 极 小 子 流 形 ). 

定义 1 HE CM g) ACA p SPY m BEA mE C Riemann 流 
形 , OAV 分别 为 它们 的 Riemann REF, M — MHOC FRA g = 
fa M ERROR) EP ANE ,边界 为 aM CRAG aM = OS). 

fay Cy ESBS eT Come: 

Fi ec) X MoM, >00 
G) 对 每 个 固定 的 上 人 (— ne) f= FO, DM — M H O RAS 

C2) fo = fi 

(3) 对 任意 后 【一 see) 六 | = F | ane 

RAO se 上 的 典型 O 向 量 场 ,外 = rD) = 


PCD) 称 为 正常 变 分 诱导 的 变 分 向 量 场 , 它 是 MM 一 7M 中 


T-M = TM HC? RB. 
设 dV, 为 浸入 了 诱导 的 Riemann 度量 feg 相应 的 体积 元 素 . 而 
在 上 处 的 体积 为 
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Vit) =| dV’. 


为 了 导出 体积 的 第 1 变 分 公式 , 先 证 两 个 引 理 ， 
引 理 1 i AG) = (apti EC 一 上 6) 是 mX 训 矩阵 的 0 
HE ACO = Tm X m 单位 矩阵 , Dill 
Sdet (A) | mo = trace (A (0)). 
证 明 


d d 
genet fA kD | 5 一 ats >, da Am) lio 
1* re 


一 一 B ager f are | 
一 ai, a ki, Gmi | :一 0 


a 


一 >» I uO a'a LOY a kO) 


= [ 
1 


= $al) 


k=] 


= trace A'CO)). 


sH 2 SV = — (H Wda + ae, 
其 中 QA M EAC’ m 一 1 形式 , 且 | ay = Ü. 
WHA ito AM LA C” 形式 , 它 由 
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olx) = (Wy X> 
纵 出 ,这 里 为 村 上 的 Ce 切 向 量 场 , 则 应 用 x 算 子 定义 
总 一 ko 


a 
| ans = SE) ay = 0, AY alae = 0,2 | a = ĝ. 


i= 


国 为 Wlw = FD 

Wee M.CeUIU) Ae RRA DR Pa Ce 向 量 场 的 全 
{E E eitt sen E CPCTU) 使 得 

CE) estt yen TE fg FEAA E IE E H; 

(2) (Vee, = (V nofe iao = OW ij = l,m. (AA, 
M TM 中 的 一 个 规范 正 交 基 沿 从 3 SARS AR OU P e 
线 平行 移动 得 到 el，…- end. D oo ,er 为 对 侦 于 eye 的 Cr | 
形式 . 于 是 ,相应 于 fs 的 第 1 基本 形式 为 

fg ~ DnD, 
EHR, gal = F glee = “Oe (én) sf Ce). FI, 
dr 一 VAAS o A A ot = Vaega Ordre. 

用 自然 的 方式 将 el ，…' ,es 延 拓 到 (一 eye) XU C(—e,2) X M 
KEES a] = 0b = Lm i = fa (2) = fes eg = 
C>. BY 


Gul) 一 ‘fis Ce) oft» Ce.) > = CEAR 


Wea WW ee) 


| 


Des, V wee) = 2a, VW) 


= iae W — Fa WY]. 


7 P2 “(9 
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—— EY eW) + Sjelle, W) 
k=l 


=ù 


=— E eW Date W) 
1 *=1 


=— mH, W) + Sea W). 


=i 
Aly o= X Wew, Hee], = Vee — (Veeds = 0, 所 以 
m A 
Q= xo = X (— I) Wedel Am AwA A o, 
= 
dR Lers sem) 


™ A 
一 » 《 一 上 BT sm) 


t=] 


A A 
十 xe HIR e sej], ernt tty ce ttt ig tt vem) 
à 
= Se Hea J DOW epa An ADAS 
k= 1 t= 


A 
A olej ; Bee t** 2m} 


SplW ses) 


dQ = Sje(W,e)dVo. 
二 一 上 
应 用 引 理 1 得 
dp lo = $ LI ED ) lodVs 


1 d(det (gij(2))> | 
2 fdet(g.,(0)) di 


L Sy datvoydF 
7 de Ode 


=o My 


l 
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一 [一 mi HW) + $ ele WW) Jr 
t=] 


=— mtH, Wd + d8. 
从 引 埋 1 和 2 立即 可 推出 
定理 1 (体积 第 1 BAAD 


dr ， uate 
de | 一 一 m) CEH bret ane 


HP A A M E M pay E e By. 


、 aF d - d ，. | 
= — r = — F 
HE 1 di t= Sfar B i le--0 
= | [一 md Wd + de] 
3 


=— mM | HW dr +| i? 


aad 
= -~ m | Ci .Wodky, 
M 


其 中 第 2 TFAA A Te ye io RA OR EARL 
及 C™ 单位 分 解 将 好 上 的 积分 化 为 坐标 邻 域 中 的 积分 的 事实 . 根 


据 引 理 2.210 一 0, 故 [8 = 0. 


证 2 Win} 为 ?点 处 的 局 部 坐标 系 , 风 


93 9 
a) = fi AEMET, 


— >? 2 2 
= gi Ca (p) 
fig = > pdr A) da 
dV, = v detig Gdr! A = A dz. 
CX, Aw A Xefa Aw A Fa? 
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| (XY) vee (MF a) 


{A ‘ee (Xa m? 


则 det (gy = AHS Awe AZ, 
AA fM MELO RA CE pA TIP SBRU pE Foe 
RAPPEL SAOD ELTE AREER) 上 诱导 的 度量 . 所 


Ls | lal Fa (了 | y = RWW = WI + we AT = OW 
f= 0 由 


三 2 是 分 别 关 于 fm) ner ap EEUE] 
Ves Awe A 2 
— > SN A Gee Aw AS 
-= > Z Am AGW Kw AS 
= > = A A Var A A < 


o 7 5 ; 
= {trace(X — Vat) -+ trace(X 一 Vi} 55 Awe A 去 


= {divt + traceA,) 2 Acs A Z, 
TÆ SB 
Sarl = < det (gL) ¥ few ode! A sede 
i oa a ad. a 3 
-VA Ao A aad tee 
w det (g,;(0)) or an” ar a 
1 a d d a 
= 一 天 -一 一 一 (divr + traced (Ct At as Ae a) |e 
fdet¢g;(8)) ae an” ae h Ee 


(dive + traceA,) /det€g;(0))dz' A +e A dr” 
(divr 一 mi H vda 

= divW'dl,) 一 mi H, WAF g 
两 边 对 Ra FRB 
dV 
dé 


I 


i 


d d 
一 一 F, 一 | 一 Gd 
=0 S fa | i 


= | divW'dl') — m | ‘War 
M M 


= | Craydrm ~— wm | (HW5dPF5 


= 一 m | CH Woda. 
时 


注 1 MERWE AM) 为 法 向 量 场 , 则 
olid = = 0， 
Q = 0. 
所 以 ,在 aM 土 不 必 加 条 件 Ala = flaws 体积 第 1 变 分 公式 仍 成 
立 . 
定义 2 BECO) 一 0 时 , 称 对 关于 让 CD 是 稳 态 的 ,精确 地 
RCRA: M> MBB. RMEM AERC BATHE, 
如 果 对 型 中 每 一 个 具有 CHAR a p Ei RT KD, DET 
一 个 正常 变 分 是 稳 态 的 , 则 称 OM 或 了 为 m 维 临界 子 流 形 . 
定理 2 i MoM 如 定义 1 所 述 , 则 C” RA MM 是 临界 
子 流 形 写 平均 曲率 问 量 场 HH 寺 0, 即 M 是 极 小 子 流 形 . 
证 明 《< 守 ) 设 H=0, 由 体积 第 1 变 分 公式 得 


LT = m | CH ,WydV, 
di M 


一 一 m| (0,W dF, = 0. 
M 


(=> HE Ce RBA eM — M Ek m EAB. Vt COM, 
RM EA Co RR py Ero TARA 1, om EA 
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0. + 
Fiir) = exprntpel » 
AM BR Pe ee > 0,24 Oee, F A FCO) = ex Prin 


= f(z) HIE BSW = E _ = eH, 


0 = Keo =—m | (A, pma < 0, 


(Hp) = pi, A> > Ü, H (r) = 0. 
由 于 ww © M SEEM EY H|, = 0, F P ERA H i = 0. 


$2 EH? p, WE dime = 1, 则 Cy 以 弧 长 为 参数 , 取 el = 


y) i 
Ver = ` 《可 ,elyeayes 
= ` CV eels ea) es 
a=2 
= SUC Veer + Alee) eaten 
a=a2 
= Chleire) yatta = H 
a=2 


H=00V,y¥ = 0, Biy AMHR. 

如 果 OBA SM ANSP HUE BUS (0) = 0 a8 2 = 0. 
权 此 ,还 不 能 断定 V0) <P), OF RE T E Volume(T) & 
Volume(#), Het JM — M EGE CP RBA, H Flow = flaw, Volume 
是 体积 . 为 解决 这 一 问题 ,类 似 于 长 度 的 变 分 , 象 测 地 线 那样 ,只 要 
WF (9) = ORR AHL CO). 考虑 到 定理 1 中 榴 的 切 分 量 


WARS 1 变 分 公式 没有 贡献 ,应 该 将 计算 简化 ,于 是 从 现在 
起 ,假定 {fCM)} 是 从 法 向 正常 变 分 得 到 , 即 W | POD. 为 了 叙述 
第 2 变 分 , 需 引 进 几 个 新 概念 ， 
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没 0~(TM) Æ M Co OT Bm RA CCTM!) AM Ee 
法 癌 量 场 的 集合 MER X CCTM), 51% 1.6 ERA 
Vi. OTML) C”{TML) 
v~ (Ft, 
WE: 
D Viren? = FV ee + 9V xz 
(2) Vy fe = (Xw FV iv; 
(3) Xcore) = (Vere) + yy Tin), 
FEE fog © COUCH R) XY € CCTM) v,a E OPCML). BF 
V (就 是 形 的 法 联络 . 利用 该 联络 定义 Lapiace 算 子 
A; O° (TM) CCTM -9) 
vy» Av 


AvCp) = > tranc Y lp 
i=l 


= D LVE Vi — V el). 


这 里 el,… ,en 为 局 部 C” 点 式 规范 正 交 基 向 量 场 . 不 难 证 明 a 与 
te en 的 选择 无 关 ( 留 作 习 题 ),4* 仍 是 Co 法 向 量 场 . 

现在 考虑 CEM = iv © OM (T M+) |r| = 0, BE M PG 
BAM), CH CCTM) 的 子 向 量 空间 , 在 其 上 ,我 们 定义 双 线 
性 函数 


Cs): CR(TM+) X C&(PMi)—~R 
(ry u) 一 有 Crag) 1 
(ppu) = | (omar. 
2S Sh Wer ith, XE PY FR 
5/723 Laplace 算 子 4 限制 到 CRCT M1) 上 是 半 负 定 的 自 共 
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wey. 如 果 3W 关 OM GR. A 是 负 定 的 - 

证 明 ib ve CECTM+) 2 E M JER pA DR Reve 
en E OTUY SSMU ERR, ACV .e), = O07 = I, 
为 其 对 个 基 . ME p 点 有 


De Ve Pau 


i=l 


= STOVE Vesa) 十 (Viv, Vaa) 


(=l 
= (OO VE Ve — Vga) + (Vir Vta) 


= (Avs 十 CUP ray V a, 
显然 ,在 好 上 由 


OOX) = (Vy 
ex Tp ev 1 esl 6, 它 可 表示 为 
ð = 


Beda = DY Vir, wat. 
1 i= 1 
因此 有 

EAA = V e Pr — V eb = 0, 


daile, e) = ee — eale) — arl fee) 


一 0 ， 
+= SICV iv, p) kal! 
i=1 
ah A 
= UA DT wo Aww Ao Are Ao, 
1= 1 
z A 
dk0= SM DHT wol Am Aa Ae Ao 
i=] 


-ov 


A : 
Aa Awe A a 


Sl Verse) (eo Aw A 


J=1 
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一 SH I Dle (Viv wa A i! A saa 
i=1 


A 
Aa A A a 
= deVeer ao! Avo A a 
i=l 
= [(A4v a) + (Vte, Vtu], 


RE dv AM 上 的 体积 元 . 两 边 积分 并 应 用 Stokes 定理 ,再 注意 到 
H | aw = 0, KO |as = 0, 就 有 


o= | xo = | axo 


= | pe + (Vv, Vedar 
一 | (Ge, wav + [ay ty, Vad, 
(dr, p) = | rnay 


=- | «vty Y wa 
=— (Vir, Vla) =— (V'a, Vlo) 
一 (Any) = (r, Ap). 
由 此 看 出 , 4 ERAS. RAW 
(Avy) =— (Vir, 7») =- 一 | (Viv, Y ivydr < 0, 
所 以 4 是 半 负 定 的 . 
WR IM ED, 
CAv,v) -一 | (Ve, Y rid = Ü, 
M 


WM Ttr, Vie) = 0, Bi Viv = 0. 


现 证 += 0. 事实 上 ,对 Y pE ME pR KRIAR HAA 
M 的 Cr ERE R e E TML 中 的 0” 基 向 量 场 
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Vy 90 Yau EEEF,” a CCTM- >) A] Aa A r = AY, 于 是 
对 任意 XE TM, fe Mt p WEP X HY Cm 上 曲线 AD, 则 有 v(t) 
= SaO. (WR 


0= Vir = (Yv) = CONTA 
a=1 
= Somer. + Saver. 
a— 1 a= j 
= Dy XY SaD he 


-Sipa ) + Sias Ae Ys 


a= [ 


ae 十 SE DAs = Ka, + 》 lpdp = 0. 

fi- 1 fiz] 
如 果 vCp> = 0 根据 一 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 
定理 , 灌 T oe = 0. AF M A ri = O o | = 和 ,所 以 4 是 负 
定 的 . 

另 一 个 新 的 概念 是 CFM) 上 的 Ricci a E 
Ric. 7,M-— TM 
y— Rictv), 


Riec(r) = ` (Erle,, PYe)— .其 中 在 1 > oh 为 TM 的 规范 正 交 类 + 易 
1=1 


见 定义 与 规范 正 交 基 的 选取 无 关 , WE r © CCTM), IRRE) 
也 是 0” 的 .此 外 ,对 任意 v,n EC™CTM-), 由 第 1] 章 1.4 定 埋 ? 中 
的 Riemann 曲率 张 量 的 性 质 , 有 

(Rico) e) = (C >) lesne), a 


r=] 
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= 5 (Re, ves 2) 
一 ` cle We sv? 
i= | 


= (Ric(u),v> = (>. Rico}, 


(Rie() sit) -= | (Ric) ,dF 


= | iv, Ricla dV 


= (r, Ricta) D 
Bf Ric ovr M+) EAER T. 


要 引进 的 第 三 个 新 概念 是 算 子 二 e hT, MI — T, ML, HP hp: 
TN TN >T, ML, 


XO HET) = CT = Va¥ — (VY)? 
= TF — Vix. 


这 就 是 第 1 章 1.6 中 的 Gauss ASR, h EM PRR HEE E Ee 
数 ; 由 hy 自然 请 导 


h: 1,M-—+ TM QQ TM 
v— hiv) 
CEP) XY) = Crh XRT) = (r, ACX GI Y)) 
或 


KO = DRO), © epe Q ejs 


Biv 


这 里 41813"*" sEm] 为 TM 的 规范 正 交 基 . 注意 对 任意 Py, E TM, 
A 


Cho hie), wa) = Chev) ROOD? 


= SPT) 4, @ ep) Ce @ es AF Cw)) 


tag 
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一 > Cut es) (rhe)? 


i=l 
= (vyh, REDY, 
lh, > hs ALA AEAN REE R. 
在 第 2 2l CAV rE CM). p E 好 处 的 形状 
BF AL. TM >TM GE ACK) = — CF ldt =~ VO, W A 
的 算 子 范 数 ( 模 ) 


|| A, lI fa » é A, Ce) ep)" = ` { — Teray 


2 一 上 J=] 
ar Th 
— Nv, S 7 _ WO z 
= CP, Ve = >) (alene) r) 
iisi j=l 


>) HO) 2, Qe)? 
3 了 一 上 


| 


CHESF > (hin) se: OO e, de: DO e,) 


(hy Cv) PO) = (ho (ry, 
其 中 (esen) 为 7M 中 的 规范 正 交 基 . 
引 理 4 y， | Vw t= WwW ,其 中 
Le.) 为 二 中 Co 规范 正 交 基 
证 明 
Swit Swed + D 


Dh vaw + DV We)! 


| vow e+ Swe? 


fei ] 


| Viw t+ > klee), W)? 
147 一 上 
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= || V-W |? + (eo kW), W). 
引 理 5 设 术 上 的 0”1 形 式 @6 由 o(X) = (FW, WY XE 
[| EX. Ul) wla = 0, xola = 0 ATE p RE 


ig 一 一 Det VW). 
证 明 HH Wla = 0 F olw = =0,*olw = 0. AA 
w= > ale a! 


:二 | 


= > (VW Wa’, 


=] 


* m A 
kas YE DOT WW Wo Ace A a A ee 


1 一 二 


dxa= YelV.WWo Aw Ao”, 
+= 1 


EL 


*d*¥a= Sek VW) 3 


所 以 
de= 【一 JPU OSL ap dk w 
一 一 diet ¥ W, W). 


| 


引 理 6 ws: MoM AC BA dinM =m dH HM EMH 
的 半 均 曲率 向 量 , {84,…,e} 是 M ROSES U ay Ce 基 向 量 场 , 则 
H= iDo a) -+ Dever, 


i=l wil 


证 明 设 {el,… send AE PEI Co SWE TE 22 Se [oy] SH DY 
$= (aye) = (Sale, > aie? 
f=] a=] 


m 
— > las 
~~ at ies 里 


i=l 


I = AGA", ATA = GT' = (a°), 
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其 中 G1 为 G = (gu) 的 道 矩阵 ,六 一 > aal. 


I=] 


| 
H= — X (Ve 
R= 


= = 5 v] De 2 aje;}+ 


f=] 


1 Na ry 5 
一 一 >) aif (eal de, + af V2) hH 
+: 一 1 


= 2S} (Maar Fe) 
wi=1 t=1 


本 LS HF edt. 
下 面 就 来 建立 体积 的 第 2 变 分 公式 . 
定理 3( 体 积 第 2 EDAR F: e, 2) X MM Re 
BUNEA SM 一 府 的 cr 正常 变 分 ,由 诱导 的 变 分 向 量 场 W = 
ES | ERB REOR RAM WE CE(TM!). W 
d'F 
dë 
证 明 AA fM M TE auh, ee i 
场 互 关 0. 定理 AATE O 的 公式 ,但 事实 上 有 


dF 
T SVO => m| WV., 
dt 时 


HP 7. 是 fCM) 所 六 的 平均 曲率 向 量 场 ( 六 (z) == RG,x)) ,WW = 
KED 为 IM) 上 的 变 分 向 量 场 ,dr, 为 LOD 上 的 诱导 度量 NI 
的 体积 元 . 
固定 点 ZE Mie M a PCM) 中 的 C 局 部 规范 正 交 基 疝 旺 场 
(erst yen) ,使 得 CV oe), = 0 一 ym D gya) = fig lee) 
= gCfix Cei) sfer Ce) = (F Ce) fo CD). 为 简单 起 见 , 由 ei 表示 
32] 


=| 《一 AW + Ric(W) — ho ATC) Wd. 
t= 0 M 


Fis Ce) CAD AU Te e HA SO). 根据 引 理 6, FF 
i, = SrO Te l, 
在 wow 一 名 两 边 对 ! 求 导 , 并 从 后 (0) = dag) = 6" 45 
a) 
ae (0) + #0) 


= ye “(0)5,, 十 E c£ 4 (OJ 


— dy (i) ar dfo 
E > di gt) +g CE) di O Jena 


= ĝ. 
因而 


dg? ny ayy _ 
di c0) = qi P = — Wiese) 


= --— (U wer sey) + (en Vwes>) 


— (C.F 0) + (es Ve?) 


= (W, Vee) + (Fee W) 
= fhle,,e,) WwW) 十 (he; 68) 全 
= 2 hiep,) >. C * ) 


此 外 ,由 [We] = 0, Yre = VW + [Woe] = Few 可 得 
(Vu Vet) 
= (ROW yede WY + (Vow W) + CV with) 
= (Re, We.W) + (Ve we W) 
=— (Rle We W) + eV WoW) FW? (Cx) 
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也 (大 k), RIE 34S 以 及 


mH W= Sty (CF e+ W) 


i j=l 
= Ye W). 
iajn l 
就 得 到 
meS uH, W = mH +m, Vu) 
d 
= m — 4 
it a et ra p 


+i mr m Tar ar 
= > FOF eW) 一 一 SV eV th) 
i= } 


fri=1 


= 25) hove) WI Te W H D) VeVe W) 
=] 


i j=] 


= 25 alere) W + CVn Ve 


Feo 


= 20h a ACW) HW} — > (eA e,W) 


L 


alt 
= 


+ Val) 一 >I 


2{h o HY HW) — (RieC(HWY) ,WY — da 
一 | cee at) 
= (— Ric(W) + k e FOF), W) — da — fi Viw |? 
= (AW — Ric(W) + be KW), W) 一 *d kd — ba, 
其 中 


| xdd + dud 9 = | * d * ad, — | *d* cod Fy 
M M M 


=| axo—| dko 
M M 


=Í 大 (一) = 0. 
aM 
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AYA Ma = H == 0 YELL 
dr 
dé 


d 

一 一 — i Ho Wedi: 
La mf ai + > :| 0 
_— Ser W (aod 
= Th a dE tt O =od. o 

, d ，，， 

+ | (Hi W> <0 a AFO l= 
si | 


d ae . 
— _ am | E Ua Wò tea oly 


“Tit | iVwll Wdy 
H 


= | é-- AW + Ric(W) — ke KW), Wda. 
时 


考虑 定理 3 的 - “个 重要 的 特殊 情形 , 即 4 为 M h E 
TH. 

定理 4 i fiM — M HORA, A m= dim ym = dimt ,m 
=-m—1,H MWR AM TEM Pay oe 单位 法 向 量 场 ， 
Mt) 

a | 

dé? | <0 

. , a 
Hp H =F 


dtl (BARE AY C 法 向 量 场 ) ,Ric 为 M LA Ricci H. 
As 为 4M 关于 NN 的 形状 算 子 ,4 为 好 对 函数 的 通常 的 Laplace 算 
Ff. 


= | {— adn — u” Rie, NY — u? i Ay || dE, 
Ww 


. uN u, M T R Wy or HI, u | axe 一 0) 为 变 分 


iv 


证 明 因为 


(VENIN) = (VrN,N) = TX(N, N) 


wtiy.ye 
= aX +1 = 0, 
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所 以 . VEN = 0, AN = SOT VIVE YY 一 0 


AW= > IVIVeW W 


= SJV} V; GN) = VEN) 
i=} 


=j] — 
T% 

= 

L 


= >) {View + N + nN — (Veen) N 
一 1 


Huy vN) L} 
一 5 {Cea * NF eu) N+ + (es VEN 十 nV Fe N)! 
er 
— (Vea) N Havi AD) 
= SICV. V. -- Veedu. N = (AWN, 
=I 
(Rie (W), W) = (Ric(uN) un} 
— 703 Rte uN ey: aN) 
1 
=: { 5 Ale nN e uN Y 
E 
= H’ V (Ble Aen N) 
= y RicCN,N). 


让 引 理 4 前 面 的 公式 可 得 
(ho WH — iho aN ,uN 


= he RON) AO = || Ay ||? 


iz] 


a” > CAs Ce) se)? = a? >, (Kem) 
i=] 
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= SVK, 


PF | 


一 一 一 | 《一 AW + Ric(W'} — ko ATOR), Wak, 
di 0 M 


‘= 


一 | [CAN uN) — u” Ric(N 一 > K? |dF 5 
WY i- ] 


== |- udu 一 a RICCN, AD — 2" || Ay || 2 iF. 


定义 3 WMC RAK REUTHER. 如 果 对 用 中 每 
个 具有 Cc” 边界 2D 的 可 定向 紧 致 子 域 D, 它 的 每 一 个 法 正常 灾 分 具 
有 非 负 的 体积 第 2 变 分 , 则 称 必 是 稳定 的 . 它 等 价 于 对 中 所 有 只 
有 紧 致 支 集 的 法 正常 变 分 有 非 负 的 体积 第 2 变 分 . 设 M E i 
AS C7 BD ERIE EM PERAE ARB CHR an HH BSF 
WÈ DTU ME FY BEART AI Cm 子 流 形 方 ,只 要 它 的 边界 aD = ap, 
总 有 体积 

Vib) < FC), 

则 称 该 极 小 子 流 形 # 是 整体 极 小 化 的 或 最 小 的 . 显然 ,整体 极 小 
化 必 是 稳定 的 . 

推论 1 设 必 , 认 是 可 定向 的 ,太古 0” 极 小 浸入 在 Ñ PRE 
曲面 ,为 玫 上 的 C0” 单位 法 向 量 场 , 则 以 是 稳定 的 名 对 任何 共有 
紧 致 支 集 的 0” RHE uM 一 RR， 

| PRRD + |j As | aves [Ide | tar, 


证 明 根据 定理 4, WY 是 稳定 的 S 对 任何 其 有 紧 致 支 集 的 
C= Ma: M+R, 有 


iy mne 
OD | i uu — n? Rie N) 
H 


— a? Ax || ?}d¥o, 
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| PERENA 4 || Av || Talo 
AL 
=. 一 | CuAudk, 一 一 | aida + jd nudF yo 
Al M 
== — | uðdadi = | uk du 一 | widudl, 
M aM A . 
r 
= | dux du) + ax *d* du 
Jat 
一 | du A * du 一 | (du,dutdl’s 
Im M 


i a 
ezn | || dee || “aly. 
Ww 


FEE 1 p :个 应 用 , 它 是 由 R. Schoen 各 SS. T. Yau 
(参阅 1SY ]) 得 到 的 . 

定理 5(Schoen-Yau) ig M BEA ES SASH AEE 3 
维 流 形 , 则 M 中 不 在 在 亏 格 为 正 的 . 紧 致 的 2 BEC? 稳定 极 小 浸入 
定向 子 流 形 M. 

WAS OS Ree RENE MEERA ME 
致 ,在 推论 ] H iE u = 1， J 

[Rie + IA aro < f at aro = 
另 一 方面 ,可 以 证 明 
1 


Ric(N,N) + f Ay |l? = Go 一 
Hp ok MME M 上 的 限制 ,Ks 是 W LSE 
Gauss 曲率 . 显然 | ， || Ax || "dre = 0. H F e > 0, 故 | ,ear > 0. 设 


ee 


Ket ll Avil? (x) 


XCM) 为 M 的 Euler 示 性 数 , 而 ar = 2 为 型 的 亏 格 ,由 题 
设 aw 之 1 于 是 ,根据 著名 的 Gauss- Bonnet ARA 
| Kady = 24M) = 4z0 — n) <0. 


由 此 推出 
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o> | [RicCN,N) + || A» | ?dr 
if 


= al odFo + | Kia + 3| || Ax || Plo 
OJH M 2m 


> 0. 
AA 
最 后 ,只 须 证 明 公 式 (x). 令 ?EM {ese} 为 1 的 一 组 规范 
正 变 基 ,使 得 a seamen ae Ay, M, — MM, 在 该 蔡 下 是 对 骨 化 的 ， 
ER 


| 了 一 ALL» 
| Asle) = EP ga 


BLY Mp e0 s H trace4 一 Ta 十 e PFL s = A, 


| Ax | — 2A", iE ey 一 NF A (61 82583} 为 M, A} — HR EAE. 
& Mf 中 由 Bis fj 张 成 的 平面 h A Ëj 的 Riemann @& HÆ 47 k, Ce; A ©.) 5 
ix jo 于 是 由 数量 曲率 的 定义 得 到 

gip) 一 > Ric(e,,e.) 


(Re ede, es) (RCN ,el)els N? 十 (Ble,es)esyel) 


十 CRON yendea, NÒ + Ric(¥.N) 


= 2(Ric(NN) + KR,Cer A pa)](z)， 
Kle A en) = Kle A e) ~ detAy = Kelp) 十 各 


Ric(N,N) + |] Ay |] 2 = (fo — le A ead) + 22 


TB RO ES Ze Ke + i 


1 
py Lt ay || 2 


2 栖 积 第 2 变 分 公式 中 的 被 积 项 可 引出 方程 
AW —Ric(W) + he (W) = 0, Y WECM), 


328 


它 类 似 于 测 地 线 的 Jacobi 方程 . 我 们 可 进一步 定义 极 小 子 流 形 的 
指标 形式 ,并 得 到 类 似 的 Morse 指数 定理 (参阅 LSma j). 
eM CROTM-) 上 的 微分 算 子 
5 一 一 本 十 Ric 一 下。 三 ， 
由 于 A, Ric, ko i ABER EMT. i 
(HO), w= ((— A+ Ric — k e 2), Ww) 
= (p,(— A + Rie — k e kO Cp)) 
= (r, (a). 
即 of tht A See P.M Ce 紧 致 ( 带 边 ) 流 形 , 则 5 足 强 
椭圆 的 . 这 种 算 子 的 一 般 理 论 指 出 ,名 BE CCTM) 上 以 特征 
{A 
M Z l L a oe e oo 
MRA H RENEE v, 是 有 限 维 的 ， 
如 果 考 虑 作为 铅 定 边界 的 妨 温 入 好 一 地 的 室 间 上 的 体积 
数 的 临界 点 的 极 小 浸入 , 则 -次 型 
1) 一 | EWW) = GOW) W) 


是 体积 图 数 在 这 点 的 2 阶 导 数 的 Hesse ZAER 类似 于 标准 的 
临界 点 理论 有 
index(M) = dim D Fa) 
mullity (4f) = dim). 
注意 ,如 果 MART EAA ERA» index (M4) 
= Î. 
REEN, CECT IL) HH cm EW E Ves Ww) = 0. 
任何 这 样 的 场 也 称 为 Jacobi H. 
涉及 到 Jacobi 场 的 基本 定理 之 一 是 下 面 的 定理 6. 
We fM — MAPA Co 紧 致 极 小 子 流 形 ， 
C: Mx f0,+o«o)+M (或 Ca MoM 
Fy We ae BR. 特别 地 ,假设 CG 宇 中 是 到 六 中 的 0”* RAE, E 
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C1) Ca = Idan; 
(2 CM) G CCM), EDs; 
C3) jim vol CiM = 0. 
记 M = CAM), HAE Ce 极 小 浸入 flue 我 们 有 
定理 6 (Morse, Simons, Smale) 
index( M) = $` mullity (M). 
oa 


( fi] LSimo j.) 

== 3 因 为 Ay ll Aa << As < = 一 + cm, 以 而 index (.M) = 
dim(@ Vò 是 有 限 数 . H HE H 6 A >) mullity (CM) = index( M) 中 

alg ffl 


RAIRA et op mullity 4, = 0, 这 个 结果 的 重要 性 是 利用 解 方 程 
AW) 二 0, 的 指数 index( 采 ) 也 是 可 计算 的 . 


3.5 Morse 指数 定理 


向 量 空间 FF 上 给 定 的 对 称 双 线 性 形式 .sz 的 指数 Ce) , 增 广 
指数 oC) 和 党 化 数 zz SP REY 
2) = max{diml! |U 4 F RARE SF 2B). Le” 
在 上 是 负 定 的 }， 
after = max{diml |E AY eee ee =e [a], A” 
EU EFREM? 
ale) = dimije € F| (7,4) = OY wE F}. 
引 理 1 iw 为 7 维 向 量 空间 FF 上 的 对 称 双 线性 形式 ; 则 
aCe”) = i ue) + nl ) 
WESA 设 吕 ,sv 为 的 基 , 使 得 对 称 双 线性 形式 在 此 其 下 
的 矩阵 为 
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Al wa? Gnat) = didi. 
ty 
V. = Span{wld, > 0}, 
V = Span{nld, < 0t, 
Fi = Span indd: = 0}, 
其 中 “Span” 表 示 由 “{-…}” 张 成 的 P 的 线性 子 空间 , 则 
F= OY Fn 


HX = Diam, MIERY EV, 
i=] 


F(X,Y} = s0 = AF CX 47) 


I 


T 
L | > Ais Dj} 
ir] 


3 Xd 
一 上 


= àd; Y pm lier 
SX E Fa, 
Bl Fe = {X E KLA (X.Y) = OY Y CF), 因此 ,ac = dimly. 
设 忆 为 . 史 在 其 上 半 负 定 的 了 任何 线性 子 空 间 , 令 一 FF 出 
Fo HRR, mE XEuU W(X) = 0, WM XEV. QE RA Er. 
ERER TE U 上 荐 半 人 负 定 的 , 故 
0 RNY 0, aX, X) =D, 
xX =Q, 
即 地 为 单 射 , Alt. dim’ <dim(’v¥_@QV,)). 另 一 方面 ;显然 .ww 在!. 
盆 上 是 半 负 定 的 ,所 以 aCe = max{diml|U AV WARE FS 
间 , 且 -ef EU PARE ER) = dim’. 由 vo). 
Fe aR UAE er 其 上 货 定 的 FF 的 任何 线性 子 空间 ,如 
33] 


il 


HBG m U — FO OY. 因此 dimt = dim- 和 i.e) = 
maxfdimz 人 为 了 的 线性 子 空 间 , Bo 在 5 上 是 负 定 的 ; 二 
dimk- (E -v 在 7Y_- 上 是 负 定 的 ). 

综合 上 述 得 到 

qatar = dimiy ® Fa) 
= dim. -+ dim, 
= EY) + ne’). 

设 pasa tlh Wy m HE C™ Riemann 波形 (9) 中 连接 y 一 
via) Pij z = yib MH plod ace cb A ye) Hy AES. 
”其 重 数 we = dim{X| Xa) = Xua = 0, X) = Xo = 0, X HH 
Jacobi }. H 3.3 M 12 H, m — 1 = dimM — 1. id 

TLO = {下 | 区 为 党 ;的 分 段 C" ey xX | e 
Kla) = Xua = 0, KCB) = Ky = 0p. 
EEREN 7,2 AEF SDT) 2 ATR PIE A ET a EPR 
fils USEF eC TEO a | 8) Ma bye) 有 下 面 的 Morse 指数 定 
理 . 

定理 1 (Morse 指数 定理 ) 设 vO. Stl bh Am Ë 
C= Riemann JE (Mog) 的 测 地 线 . 则 只 存 在 有 限 多 个 腊 于 y(t5) 的 
By yt ob <a <b) Gy REF ye), ij 
Ay y(t) 的 重 数 ,i = Loe 出 

(1) iT | pty) = tee + pe; 

(2) al | peg) = iQ rg) + apy ds 

(3) 当 y) Hy PHPF Go) Bp eC] 719 = 0: 

(A) 4 yb) Hey HHT vo) RH we | = a 

证 明 (3) C4) ,由 3.3 和 定理 3， 

i(X,¥) = I(XL, Y1), Y X,Y E TO. 
再 由 3. 3 定理 9 有 
aU | pty) = dimi X € TLQ|ICX,¥) = 0. Y € T Q} 
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= dim{X € TL9|/CX.¥) = 0.Y Y € 7,9} 
= dim{X € TLOEX 为 Jacobi Gy}. 
这 就 证 明了 (37 和 (4). 
C2) 选择 4 盖 0 使 得 ?的 每 个 点 的 5 开 邻 域 是 凸 正规 邻 域 . 设 
a = a <a <<a, = b AK eb 的 -个 分 割 , 使 得 mi — a, 
<i d,i=Osly--,4—1. & 
f= d Edgy" sty) 
= iX € T72| MMA yl, A Jacobi Wye. 
Nia) Av FE ya) 处 的 法 空间 ,而 
a; d= N = ND D e DN 1), 
aCX) = (Ra X Ca.) 
HARTER IY, HP Xa) AX ZE py) 的 值 ,下 面 的 引 理 2 指出 :4 为 
la. ATT 7 OA T) 2 AAE RERET a IB). 进一步 ,还 和 有 
ię Int) = iG |,), 
aE lelg) = aki |o), 
WT piy) = nl|,)., 


根据 引 理 1 得 到 
ati lp = aĝ |) = att iad 十 ati|,) 


= iU au) + eC | pty) 


Cl) AA dims = (k — Din -- D <+ œ, 5H 2 Ae 
CF] plo) FU U |) 是 有 限 的 (当然 |) 也 是 有 限 的 ,这 从 结 
EDO 和 (4) 也 可 看 出 ). 再 从 引 理 3 立即 推出 只 存在 有 限 密 个 异 
F yb) BAL yd ee a) Ca L o < = b) Hy EBT yla). 

不 失 一 般 性 MFE g BY EAE oe = 0, BP pe) Oe 
a 对 每 个 zE 0,1] RMX N= N m) 十 … + NG), EH 
N Cuai) Fy v FE y Cua.) 的 法 空间 . 对 于 测 地 线 yO Oe wd EI AH, 
EM J, = J (ua, un) 和 线性 问 构 

ooo 


aida Ny, 
WCX = CXC) oe X uari), 
其 中 X(ua,) 表示 成 在 ?yan 的 值 . p N > AUG y H N Ca) 到 
N Caos) 的 平行 移动 诱导 的 线性 同 构 , 而 五 为 测 地 线 ye) 0 te uh 
的 指数 形式 ,我 们 在 了 = (ao my 上 定义 单 参 数 BL, 0 <u: 


B(X, Y) = hla op: a@CX) ao! op eF), 
Y X,Y © Jima). 

设 pD p L a L oe h b A O A AE 
数 为 oo eH EBRD ERARA TIMER). 取 = 
Jeana 的 一 个 基 BB.,0 <u <1 PER E ASRR. 对 每 个 
理 2(3) ,本 定理 (4) 到 测 地 线 ?lo 和 它 的 指数 形式 1 就 得 到 

tis ub = ts 
"CB) = aD = Vy ett lyk, 
设 
AD ae SAI KOS fA dee = fC). 
由 下 面 的 引 埋 42), FRAP DAY us Bi Ge) ,… ,prtu) 都 是 正 的 , 根 
据 连 续 函 数 的 零 值 定理 ,对 每 个 了 EE (1. MAR aS OO, 
1) ;使 得 AO) = 0. 因此， 


I DB) = wt + me 


u€ (0,13 
另 一 方面 ， R= Tt 一 iC), 所 以 有 下 面 的 不 等 式 
iU |pto) =F) = lS tor + ow 
结合 下 面 引 理 3 的 结论 ; 
al | rtp) T> f 十 … 十 Hr 十 iia 
《其 中 , 当 pe) 不 为 y(0) 的 共 辑 点 时 vw. = 0; FO wa. ALR 
vO) HBR) ,以 及 本 定理 的 (33 CD. (2 的 结论 : 


RO | poy) = Mr+ is 
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iC lato) = ati tty) 一 nl [pg 


= (h + ++. — iik + Med rt 


= m HH 
就 得 全 

iQ |r) = p, oboe F e 
C1) 48 HE. 


9| 理 2 Cl) a:J 一 NW 为 线性 同 构 ， 

C2) xe MUSE rT) OF, p(X) =a Xa) X (aq dX 
E€ T+, Ml 

TCX GX) Se IC p(X). pCX)),X E TiQ, 

ABS min SOX EU; 

(3) 207 Inte? = if |a |rLo) =al Jen frig) = ati |) 

证 明 (1) XE Ja = 0,1) Xl = Xle) 一 … = 
Xm) = X ca) = 0. H i > 0 TERE. vain) 1G vy BAER ya). 
FRAY XH yi. 1 为 Jacobi 场 , 故 沿 y, X 0. 这 证 明 a 为 单 射 

AA yed 和 via) AE y ASSERT LB X > OXY = 
CXC) K Ca) AM vis | AY Jacobi 3 fy E fal Fl TM © 
Pre, 的 线性 同 构 (它们 都 是 2m 维 的 向 量 空间 ) FE 
满 射 ,已 给 (Xi,… D E N, AEE eH ,使 得 Xi。。 ;为 
Jacobi Hf, H. Xle) = Xi X lat = Xi, MM Xim) = 0. XCm) = D. 
由 3.2 SRB 4A SLX ETO, MXE. 

(2) 由 3.2 引 | 理 2， 


k-:1 二 一 ] 
ICX,X)= BCX) = Sex) > PEX) 
i=l i= ft 


= AX) = i pX,pX),pX = p(X), 
AAPG RIL SAH yl... 为 Jacobi 场 . 
(3) 因为 了 为 ?3 名 的 线性 子 空间 , 故 由 双 线 性 形式 的 指数 、 增 
三 指数 和 零 化 数 的 定义 ,立即 有 
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UJO S i ing) al) Se |,,); 
nCi[s)= dim{ X € J-fCX,¥) = OY FEJ} 
> dim{ X € J|/(X.¥) = 0,Y YE TR} 


3. 3 定理 9 
dim{X E FLOIICX.Y) = 0, YY ETO} 


= nC? l,i). 
APE HA (3 9 =P FR ATT BE A 48 Be BS SK. 
nee TO 的 线性 子 空间 ,/ PREY, AO E 
PE E REFERER ESR pE > ot AE. SESE MEX 
E 和 PE) = 0, 刚 从 (2) 得 到 
0 F(X, X) > IlpX, pX) = (0,0) = 0. 
因此 ， (X, X) = FpX, pX). EH, X = pX = 0. 这 就 证 明了 
HER, BE pU 一 pti AAR EIR Py. 所 以 
aC? |, 1) 
= max(U |U 为 TH 全 的 线性 子 空间 ,i 在 5 上 半 负 定 } 
= max{ pu | ol 为 了 的 线性 子 空间 ,了 在 el! EERE) 
= max {WIW A J RET EW, EW EERE) 
= aţi |). 
WRU AT, RATE ER LEAN, H O. 在 
Ar CEPHE AGRE AE oo 一 上 为 线性 同 构 . 车 区 pxX， 
eX) = 0, I 
0 D> CX, XY > eX, pX) = 0, 
IX, X) =0,X = 0 (AI Ee), 
l pX = 0 (Ñ e A HEt). 
RMA, O aa S a). 
RE WX EJEA 一 0,¥Y YEEJ. EAH i X 
HT 中 ps 1 AM Jacobi 场 ,所 以 33 和 定理 8 中 的 公式 简化 为 


t-l 
I(X,Y)= > (xt 一 xi yly | a; 


15l 
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k ] 
= X (和 -一 站 + YG a 
一 了 


应 用 证 明 3. 3 定理 8 的 相同 的 方法 ,我 们 看 到 ,在 yd 处 .二 = 
Xr ,于 是 ,XX 沿 yy 为 Jacobi 场 ,是 
RO |p. = dim{X € THOJA. Y) = OY ¥ ET Q) 
> dim{X € T a AH yla 的 
Jacobi 场 (X,Y) = 0.V ¥ € TT} 2} 
3. 3 定理 9 
= dim xX € THR H yla HI 
Jacobi kj | ICX.Y) = 0,V YEEJ? 
= dimi X € J|I(X,¥) — OW YEU} 
= aqi |p) 
GEE: HEH 9, 上面 的 不 等 号 实际 .上 是 等 号 ). 
引 理 3 对 于 yca) eR RWWA eee me HEA 
yp 有 
ayy) = fy ott F ie 
证 明 REP Xi Xi ATE t =o Pt = 6 HH le. 
的 Jacobi 2) ZAR --P At SF HS HEPA B40]. 


如 果 SUX = 0, 其 中 At 一 > ei, 因为 TX 1! 往 Vr jas 
EAB yl 为 零 , 从 而 XG) = XH) 一 0, 及 切 向 
BA" G) = XC) = 0, 根据 3.2 引 理 1, 沿 yl A Jacobi 
Xt = 0, KATH cl = … = of, = 0. 继续 下 去 得 到 


dare = 0, imE l,l. 


这 证 明了 Xs Xing 一 1,-… 尼 是 线性 无 美的 ， 


WX = XR xix Se Xi, X Ewe M 


KX. = 1O xX, SOX) 
i 一] i=l 


k 
= DIC). 


对 每 个 偶 对 GIS iS n AMMA vlu: 的 指数 形式 . 因为 
XA X REL] EAE BOX A vic. X Jacobi Wy, ERLE 3. 3 
ce SH 9 , FRR 

POX, XD = TK, XY) = 0. 
PREL TCX, X) = 0. AREER T IHE Span {Xis ee, X i= Lye 上 
是 半 负 定 的 .于 是 ,明显 地 ， 

OCT | pig) 2 tbo + te 

引 理 4 (1) BCX.) = ICKY), Y X.Y © Flay a); 

(2) 对 充分 小 的 正 数 v, B, EIEN; 

C3) EAER aB) 等 于 yab) 作为 y(0) By MEA. 
特别 地 ,如果 pub) HY y AERO v0), Wi aca) = 0; 

(4) 族 B. 关于 1“ 是 连续 的 . 

证 明 Cb Aa =o, = aN N = NHS. 
GB =]. 

(2) E A art e pue mid Canta) 一 J, AEE PLA BLE 
At tay) aL E J ERE TEE. 根据 3. 2512, Bu 充分 小 
使 得 沿 yr6 无 rO RISER 2. fe Je EEE eH. 

(3) JA ml e p e asdi t’) > J OAR A ntB.) = 
RCR o. 应 用 引 理 2¢3) MEEL O R NIBH a 等 
于 vib) EA yO y HAR. 

(4) 固定 X,Y © Sans a) RAJEE BCX,F) EF uE 
(0,1) 是 连续 的 . & 

X, =a epea), Y, = ee pe aly). 
国 为 X, 沿 测 地 线 plpa oE = Osh — 1 Fy Jacobi 4 , PEVA 3. 3 
定理 8 PHARMA: 
B.(X,Y) = ay? (XT 一 XY) esme, 
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HP AY vivo EDT Gtk BE Re. 显然 ,只 须 证明 对 得 个 i, 映 
Ata > OX. Xa) | 关于 4 是 连续 的 .由 
(Hata) et AGa = py aA), 
Xafa = X.(0) = 0,X,.Ca) = XB) = 0 
we MEE K Cao) per XC). ERT ERO ik 1, 
X la) 和 XC) 分 别 为 点 y Cua) 和 yp Cua...) 处 的 向 基 . AR a, 
Xue) 和 Xa) 都 cr 依赖 于 ww 由 于 ?| 。。 1 包含 在 - -个 凸 正规 
坐标 邻 域 中 . 因为 指数 野 射 是 0" 的 ,所 以 存在 充分 小 的 > 0, 当 
ls] <le,ju— u| <e,expsX,Ca) AI expe X laro MERS EEG 
正规 坐标 邻 域 中 . 

EE sA u D ya = AO a S E a AE S E A E ER o 
从 点 exps X, Cao) 到 点 exps X Cani) 的 测 地 线 , 测 地 线 y S eaa 
E D 族 是 区 的 一 个 变 分 , 它 诱导 了 沿 "lw : 的 唯一 的 
Jacobi 场 , Jacobi HAIE y |-ua u, ;的 端点 pua) 和 y Cuan) 处 的 值 
分 FS Xa) 和 Xa.) 相同 , 换言之 ,诱导 Jacobi MAH 区划 
VI ru i RE — BRAY GES» E P | ussa, 19 7 CHM) 与 yuna 不 
Fes FERRY). 所 以 ,和 -和 (人 XD | ae, 关于 的 连续 性 
A vito 关于 (ss 人 的 C7 性 得 到 , 但 是 ,后 者 明显 地 从 下 面 的 三 
个 事实 (参阅 3.1 引 理 2? 得 到 ， 

Ci) expsX,(a,) 和 expsX,(e4.) EF lu,s) 是 AY; 

(ii) exps X, (a) 和 exps X. (a...) 在 同一 个 凸 正 规 坐 标 邻 域 中 ， 

Ci) Z € 了 .时 到 (zyexpb:2 的 映射 是 0, € TM ETM AA 
FRA pp) 在 M Xx 时 中 的 一 个 开 邻 域 上 的 Cr 同 胚 . 


第 三 章 习 题 


1. 非 紧 C™ 完备 Riemann 流 形 M 上 每 一 点 了 CM BREA 
Aha SWRA Bee eT REE AM p 
点 出 发 的 伸 向 十 co 的 正规 测 地 线 expt, HR LER AS BAK 
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度 等 于 它们 之 间 的 距离: 
L expe |, ewes) = PCOXD AY EXP) ,0 SHS by 

2. 证 明 ; 沿 一 条 测 地 线 y 的 不 恒 为 零 的 Jacobi 场 的 零点 是 离散 
的 . 

3. 设 y:(O,6]— M 7A — Fe A k, E yb) 不 是 yD) Ay EE 
点 ; 则 给 定 任何 vE Tyo M FP TE ¥ 的 唯一 的 Jacobi 场 ,使 得 UCO) 
= 0 R UO) = v (ERLEA 133 页 )， 

题 4 一 7 可 参阅 [ 伍 沈 处 j,246 一 250 页 . 

4. 证 明 : 非 正 Riemann 截 曲 率 流 形 的 极 小 于 流 形 具有 非 正 的 
Ricci 曲率 ， 

5. 证明 :在 非 正 Riemann 截 曲 率 的 单 连通 完备 流 形 M PRE 
在 紧 致 的 极 小 子 流 形 . 

6. i fiM — MC? RIN A ful gore put) FD da eee se) Sp Bl 
AM fl MPA ein Kid fst f, > 

2 gi cu’ GÒ du’, Sa. godz" OO dr 

分 别 局 部 地 为 M 及 M 上 的 Riemann 度量 ， 证 明 ， 


(1) gy = Die a 
(2) 对 ME PALE Cale) eS) = Wate, 
g) = N ha = 0. 


(3) 了 为 极 小 浸入 S Vs Z 一 Drva a OO 
ast inf 


aap a 
Dr + Dr EEr Te — Zn) = 0, 这 是 拟 线性 精 贺 型 
方程 组 . 
7, 考虑 Euclid 空间 Rt HAR. 
M" = {a gus PTC) yee FP tad) | a 一 {uly pu”) E&E U), 
其 中 CR" HFE, Cf eee ft) — REO” BEY. TEAR." 
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为 Om? AB AD PLS GM" 一 ROO ORR IAD BY FE a FE 
Ye ZH = 0, A=m4+ lise sm +k, 


其 中 (g) HERF (gi) HIE s Ga; = Bij + ` A E, 


特别 地 ,Lagrange 发 现 了 极 小 图 每 M = (r, fad} C R? 
的 方程 为 


Fy Ff  , af af, PF 
[i + 的 Ta ?Ca me Ba 
af? F 
++ A) a= 
或 
af 
“a oe 


”到 


8. 设 CM,g) 一 CH,《,)) 为 具有 非 正 截 曲 率 的 完备 单 连 遂 的 如 
HE C™ Riemann ME. O E€ 为 固定 点 ,定义 相对 于 0 的 距离 函数 了 了; 
M—~(0, +o Hf) = pG@,O. UM FEM EECH E V's 
EM ARIE ERY. 

特别 地 , 当 M = ROC RRA at PIAA : 

FPX, X) = 2] xX || 2. 

国 此 ,上 述 结 论 是 R” 中 这 明显 事实 的 一 种 推广 . 

CB fies ].108—109 页 . ) 
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第 4 章 Hodge 分 解 和 定理 和 
Laplace 算 子 A 的 特征 值 


对 m 维 0” EE Riemann iE M sg) 的 = 次 外 微分 形式 ,依次 
SARAT x ,上 微分 算 子 5 二 (一 1)"6t Ot d 和 Laplace 一 
Beltrami 算 子 4 = dé + åd. 

如 果 MERRE. RITE FOD = CPC ASM) 上 定义 内 积 


Cop) = | oma = | sow * l 


=| 0 A KH 


易 证 ,$5 Ad EHER T. E dop = (0,69 ;4 为 自 伴 算 子 , 即 
Cdn) = (@,49);Cdo,@) z 0 H ow) = do = OCw HAG 
式 ) 和 do = Do FH EWER Sdo = 0Co 为 调和 形式 )， 

设 严 为 型 上 ss 次 调和 形式 组 成 的 线性 空间 , 则 在 上 述 引进 的 
内 积 下 有 著名 的 Hodge 分 解 定 理 : 正 是 有 限 维 的 , 且 有 唯一 的 正 交 
直 和 分 解 

EM = ACP?) @ = dF) DCF!) PDH. 

JA Hodge 分 解 定理 立即 推出 ,每 个 de Rham 上 同调 类 包含 一 
个 唯一 的 调和 和 代表. 因而 ,对 每 个 整数 *, 有 de Rham 上 同调 群 
Hiz(M) = H, XAA E H&M) 也 是 有 限 维 的 . 

a Fe CM yg) FAAS] Fe [a] a Co R Riemann TIE. SB MAE 
向 2 RR MEHRERE A rM M) OM) 与 
CM yg) 局 部 等 距 AEM CM * g) AY Hodge 4) (if ae FES BY OM sg) 的 
Hodge 分 解 定理 ， 

最 后 ,我 们 还 研究 了 FOM) 上 的 Laplace-Beltram 算 子 4 的 特征 
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值 的 性 质 ,4 在 PCM) 上 的 全 部 特征 信 为 为, 加,… ,加 ，*…' 售 得 
OSA Sig Se LA ey lim h = + o 
at ces 

并 且 相 应 于 2 的 特征 空间 ESCM) 的 维 数 dim EOD WA = AHA 
数 . 更 进一步 ,关于 内 积 (,) 的 空间 是 完全 的 , 即 对 任何 a E 
FM), 有 

lim | a — >) (arata || = 0, 
EF an ACM) 中 对 应 于 特征 值 ORE E ARR XK. 


4.1 BRR LADATA 
微分 形式 的 Laplace # F A 


WV) Am EE ARS 为 VY 上 的 5 次 奸 形 式 
V 上 s 次 反 称 多 重 线 性 随 数 ) 的 全 体 组 成 的 空间 ,FI(F) 二 FF* AV 
PUT BS E J. 如 果 ery… ,en WO. G 土 的 定向 规范 正 交 基 ,e!， 
ye" 为 其 对 偶 基 .在 所 (YY) 上 定义 -个 内 积 使 得 
gei A ome A eh, et A ree A ey 


0 {hpg tad} 站 [jist pja 
sgnz, ja = Tita)» 
l | l, T 置换 ， 
其 中 下 为 1 的 一 个 置换 ,而 sgnz 一 A 因 


—1, ha eh. 
Wee Awe A eft <<a HPV) OME. 显然 ,如 果 
Ppi EVM yi = las, W 
Co, Ae A gee th Ao A p) = det (gis). 
应 用 下 上 的 内 积 可 自然 给 出 一 个 线性 映射 
pore 
tomwp*, 
v* {a} = Grud, ven E F. 
此 时 ， 
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v= D> ae ot = CS) Ae)" = Der. 
i=l]. rr 了 i=1 
AFA. AA 
e Ce;) = eise) = Dij 


Daet = Îĵ = (> her) Ce) 


= Dab) = Ay j= lye ym. 
i=] 
所 以 ，eY s+ ,en 线性 无 关 . 而 对 任意 o E r*+, 有 
ole) = (D older) le), j = 1m, 


r=] 


rt 


o= ` ate je*. 


=] 


这 就 证 明了 ef + er 为 P* 的 一 个 基 , 记 er = EB ere ,es 的 
AYRE, AV > V* yo oot 为 同 构 . 由 此 导出 同 构 ki PCV) -> 
CCIW)", 

定义 线性 映射 

we FF) — (V), 

使 得 

四 Ae Sel Awe A eaa, 
其 中 (em Ae A oe) A Kk(Ce Am A ei) = en Å steels A eft A cee 
A elm = el Ae A CCU, 的 定向 一 致 的 体积 元 素 ). 对 于 
特殊 情形 , 令 x1 el A … A er,w (ef A A e") = 1. 一 般 地 ， 
Mp ECV =l e,m, Ë 

a A Apo A * Cp, Ave A g) 

0， 人 
{acing "kl, ja = wi). 


进 -: 步 ,有 
引 理 1 DiR os E PC), W 
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fon = xlo A xy) = kin A ko) 


a A k= * ion = w?x l 
= {yn ki =y A *a; 


(2) ko A ky = ow Ap OC PV) C POW); 


(3) * 
证 明 


x = C= 1 ld yy 


(1) 从 


类 ffen Ace A ee) A Xien Ace A en)) 


Us fi} x diyette deb 
sgnir. * 1, ja = Fig). 


d 
(~ {Ely yte} = EIEEE N: 


SENT, Ja = Akia) 


(eh Aue A eh, et A tee A eh) 


和 线性 性 立即 得 到 


{a.m = * Ca A * Wp). 


(2) ACL), 


ka A 


(3) WMR 


则 


k=} A Ck koj 一 【一 Ltg A o= ow A r 


Cen Ae A ED A Cen Acn A ea) 
-一 el A tra A e 


Cer Av A ete) A Ce An A e's) 
= (= Tm Ce A ee Ae) A Cet Aes A ene), 


Al 大 大 = 


注 1 


wwe Ae A ey = & Ce A oe A emoa) 

— (— 1) Pe A A ee 

= (— 1) dealer Ave A ei), 

(— 1)" Idea. 

由 引 理 101) 98 2 式 可 看 出 ,* 与 定向 规范 正 交 基 {e} 
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的 选取 无 闫 ,但 如 果 取 相反 定 回 的 规范 正光 基 , 则 o 老 一 个 符 
下 面 , 我 们 用 不 变 观 点 (不 用 基 ) 来 描述 星 算 子 *, 有 -一 个 自然 
EA) BRT 
Aa EVY X FBS) PVD 
Cwn) aw A Y 


此 外 ,下 上 的 给 定 的 定向 和 内 积 给 册 了 一 个 同 构 


大 PR 
E= del Ao A ote KE= h 
于 是 ,有 双 线 性 映射 
(oh: OV) X FOR 
Con) on = * Co A g). 
由 此 可 定义 
a, RCV) CRS) * 
a> a Co), 
lolita) = (at, o © FVG, E FPL). 
可 以 证 明 复 合 映 射 
RCV) RV) —+ FeV) 
怡 为 星 算 子 +R) * =a ear. 事实 上 ， 
A oip = ian) = klo A p) 
= «k(n A Cx ko = (ko,p) 
Ck ad" Cy) = Ck w) 

ta) == kK w), 

ko hol Lew). 

EN 1 XIF miM HE [a] Riemann FBC.) = (M, O’ 上 

BY s KO FE RY 28 ay CM) = CCAM) ,我 们 自然 可 定义 一 个 整 
体 的 Hodge 星 算 子 ( 它 是 线性 算 子 ) 


oa FCM) — F" CM), 


| 
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Ww Kw, 
使 得 
kei Awe A ek) = eft Ae A etm ey 
Ce Aves A el) A Cet Ate A etme) Sel Ate Ae, 
其 中 eew ACM. G LEAG O° se bet UE Se AE M e 
e" 为 其 对 偶 基 . 设 1E OO 为 好 上 上 的 常 值 函数 ,dm E OD 为 
CM, G EEEE TCR. WM l= e Ae A e" = dF, X CAV) 
= 1. 显然 , 文 可 线性 扩张 到 FO) 一 由 PF'CM) 上 . AA 
acl dn 
oh *n= tepma © FCM). 
ENM 2 我 们 称 
二 1 Pl ed & NM) FMY}. 
or da = (— JIU kd ek 
H CMD = (M460) 上 的 上 微分 算 子 .而 当 s = 0 时 ， 
Š M) — F (M) = {0} 
w — da 二 0, 

Hl 6 = 0.4% 4 = dé + öd: FCM) > FMO IRA s RER FOM) 上 
的 Laplace-Belirami AF. WME sw 一 0, 则 称 巴 为 次 调和 形式 ， 

有 时 ,为 强调 s 次 就 记 4 为 4s 次 调和 形式 的 全 恒 记 作 ie = 
ICM) = fa E PUM) | do = 0}. 

Kb = (— 1)" OU kd & 两 次 用 大 算 子 可 看 出 ,5 与 规范 正 
Ze te 的 定向 选取 无 天, 因此 ,5 和 4 对 不 可 定 间 的 流 形 也 可 给 尺 . 
不 难 验 证 ,在 0 次 形式 户 CM) = C~CM,R) 二 此 定义 与 第 1I 章 1.5 
中 的 定义 5 和 仅 莽 ~- 个 符号 . 事实 上 ,在 局 部 坐标 系 42} 中， 

C— IT ledr! A A dg” 


di A 
= dx’ A (jada A -+ A dr A + A de”) 


= dr? A * (dr) 
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= (dz/,dzd¥, = g*d¥, 
== g” Jdet(g dds’ A -+ A dz", 
* (dz 一 > (一 1) 'g* det (gd! A 


j=l 
A dr Aw A dæ. 
Fat et 56;FICM) -> POM), 通过 简单 计算 得 到 
6a— (— 1D cena *kdx* (Sade) 


i=1 


一 一 #4 ad) 1)? "g" det (gudde! A - 


r=1 
A dz A A dr" 
一 一 DNE 1)- D AT A g” Vdet(gu)dr! A - 


i jm] 


A de A wee A dg” 
十 Sia Fa! A ¥det(gJdz' Aire A dv’ A se A dr” 
f=] 


Iwo An det(o., , 
+ 到 vdet (gudds! A da! A = 


A dr? A A dz” | 
_ EE ae ;十 ai he 十 Sag" dn Setkan], 


jm] 


Af= (dé + dd) f = ddf = TIE oF i) 


im] 


E dle ga t BS 


4 Ly of dn ee 


27 ot ar? 
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出 ő = (— Pet O+ k dk 利 * k*k = (— Te Td am cae WBA HE 

日 | 理 2 Sf = 0,kdd = dő* dx&d=—0,d*d=0,*e6= (— 
I¥d* ðk = (— 1)*tled,d4 = dd = déd,d4 = Ab = ddd, kK A= 
AX, 


4.2 Hodge 分 解 定 理 


TE m #E OC” BCE É Riemann FUE (M sg) 的 次 Cr 外 微分 形 
式 的 空间 CCAA 上 , RINEXAR 
(CA M) X OPCA M) OR 


o= | ‘omar = { (apk 1 
MN M 


= | o ÅA * 4. 

HA MER, DRA RAR. BARO 是 对 称 和 正定 的 双 线 
性 型 BD 

(1) (a,0) = | oroar > 0, Hlo) = O63<coyea) |p = OW 
pE Meo(p) = 0,¥ pE M.B} o = 0 CEE); 

(2) (oy) = [ ema = | meray 

= (ye) 《对 称 性 ); 
(3) Ca + og) = f sor + on, ?dr 


= | (ay pray’ + | tors dV 
MN A 


= (og) + Caan, D5 
类 伺 地 有 
Com + p) = Corm) + losh), 
Cop = lo Ap = 4log) ORTE), 
HP a E R, omot E CCAM). WIP IER 
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(eo, 9) = | xo A OK) 
af 


=(— nesaf ka A n= | yA Xo 
M M 


= (hu) = {on}, 
这 说 明 * 为 西 算 子 . 

关于 d,5,4 算 于 ,有 下 面 的 引 理 . 

引 理 1 EEA COA M) =D 上 ,上 微分 算 子 5 
At BF d 互 为 伴随 算 子 , 即 

down) = €a,dn). 

证 明 因为 当 degé A degd(degé H C* 微分 形式 # 的 次 数 ) 时 ， 
(EDD 一 0. 所 以 由 线性 性 ,只 须 对 wE CHCA Msg E OPC ATM) 
加 以 证 明 . 此 时 ,由 al = A FA 

dlo A Dde A *y + (— Ie Ad*y 
一 de A xq + (— 1 (— 1)'ttw A xø 
= dø A *y = o A *dy 
得 到 
(dw, = | ao A ky 


I 


| [aco A en toh Có] 


I 


Jo A TES A Ck dy) 


— i A C* ôn) = Cady). 
引 理 2 i CM,g) 为 m 维 C0™ ER RR Riemann 流 形 , 则 对 o, 
nE CCAM A 
(1) o, p = wAn E A EBERT: 
(2) (da,w) => 0; 
(3) aa) = Ido = 0 Fil do = OCB o BEAR, MAE 
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UF ht te = 0. 
证 明 (1) CA yy) = CCdd + ddd ee) 
= (0,89) + (dwdn) 
= Cw, (dd t dd) a) 
= {ma AN); 
(2) C4w oe) = (jw, dw) + 【dodo = 0. 
(3) (Jwa + Clade) = Aw, = 0 
io dw) = 0 Al(de,du) = 0 
oo = 0 Alda = 0 
z> Aa = (dd + ddo = 0 


5| 理 3 Imd | Imé; Imd | KerA;lmó | Ketd;ImA | Ker, 
证 明 因 (dw.dy) = (d'w, = (0.9) = 0.8K imd | Im. 


iz y © Kerad, WI 
(dw. = Cod = ta, = 0. Imd | Ker; 
(d@.97) = Cody} = (w,0) = 0, Imå | Ker; 
Cie) = Co An) = Co, M = 0, Imå | Kera, 


5| 理 4 设 CM .g) H m HER Be ae M] C™ Riemann ft. id A = 
PCM) = CCA M), = IPM) = {o © FOD |do = 0}, Wi 


CI) e | de Md = 0; 
(2) a | oF (Medo = 0; 
(H wo E Wee | dF M) Alo | FtM); 


CD w = 0608 | dm (M) o | A AD Ml ao L HM), 


证 明 (Cei do = OMT Y PE POM), A 
Cw dë) = (60,0) = (0,0) = 0, wm [| d Cat). 
(=)ige | dr-ic), W 
0 = (w,ddw) = (Cow, ów), 
故 dw = 0. 
(2) CS) do = 0, W3} Y n E PEM), 有 


(ad = (da.y) = (0,97) = 0, œ | bt CA). 
(=>) o | 6F tC), Tl 
0 = (m, ddo) = (da.da), 
dw = ĝ. 
(3) o € H", Bl Ao = Sdo = 0 fl do = 0 
So | dM) flo | oF Cat). 

(D (=>) DR, 

(=) H(3),0 | dF HM ,Gm | dM € WA we | 
H W ow = 0, MM o = 0. 

EMI 设 4* ACE m AE Co 紧 致 定向 Riemann 流 形 (M,g) 上 
ÉJ s IR Ca 外 微分 形式 的 空间 产 CM) = 0~CA'M) 上 的 Laplace 算 
子 4 的 伴随 算 子 . SRF Ae POM) 上 的 自 伴 算 子 , 故 4* = 4, 
通常 在 4 和 4* 之 间 , 我 们 不 作 区 间 . 但 是 这 个 区 别 对 于 下 面 的 弱 
解 的 定义 是 重要 的 . 

我 们 对 寻找 方程 40 = “有 解 的 充 要 条 件 有 兴趣 , BIE oH do 
= a 的 解 . 则 

C1》 对 所 有 的 mE FM), A 40,9) = ap); 

(2) 对 所 有 的 PE FM), A Clod p) = Carp). 
(2) 提 醒 我 们 可 以 将 4o = a HI o WAE PCat) 上 某 种 类 型 的 线性 
77 A ARR Ee E OO 上 由 

(3) ilp) = (w,@) 
决定 了 一 个 有 界线 性 泛 函 !, 它 满足 

(4) tA) = (w, d*o) = Ca,p). 
这 个 解 的 观点 是 极其 有 用 的 , 它 将 带 来 各 种 各 样 泛 函 分 析 的 技巧 ， 
并 对 通常 解 4o = a 有 很 大 影响 . RH RE BY 40 = 
a 的 弱 解 . 即 4o = a SRA ARREST) 一 及 使 
得 ,对 所 有 w EE FCM) 有 

td p) = (asp). 
我 们 已 看 到 4o = a HBP A. HDRES Te. 相 
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EHE, Hi ap BT te ee TE AY BP AZ 

定理 1 正则 性 定理 ) Bae PCM) AK 4a= o  — 55 fF. 

FETE o € PCM) 使 得 对 每 个 wE€ FM) 有 
i(p) = (wp). 
因此 , do = a, Bl o 4 do = 9 的 普通 解 . 
证 明 “存在 性 参阅 [Wa].,p245- .246, 现 证 后 半 结 论 . 由 于 对 
WA pE PCM), 有 
(4@,@) = (a,d*p) = ELA p) = (ap), 
(Aw — ap) = 0, 
故 特别 取 wp = 40 一 “就 有 
(Aw — a,dw — a) = Ü, 
根据 内 积 的 正定 性 得 到 Ao — a= 0,8) Jo = a. 

定理 2 ia} APO) 中 的 对 所 有 m# ASE BR co OO 

Æ: 

la f se || da, || Se 
AA Pali = Cara) = | Masada.) Ml ay) 必 有 一 个 
子 序 列 在 PCM) 中 为 Cauchy 序列 ， 

证 明 参阅 [Wa],n248 一 249. 

为 证 Hodge 分 解 定理 , 需 先 证 下 面 的 引 理 ; 

引 理 5 存在 常数 c > 0, 使 得 对 YE D, 

lell ec |] 4l. 

证 明 ( 反 证 ) 假 设 命题 不 成 立 , 即 引 理 中 的 c 不 存在 ,因此 ， 
FERA y © GD AE pA H || ¥ || 2 || Ae, || ;不 和 失 一 般 性 ， 
可 设 el = 1 TIE, | 4p, || << ll wl 一半 一 0. 根 据 定理 3， 
iy AFAR A Cauchy RAL, AACE ARE A) 由 Schwarz 不 
等 式 导出 

| Gop) — Ce) (P= | Wir — Wp) |? 
S en-el lel, Vee PUD. - 
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TEH (Gi, .p)) 也 是 Cauchy 序列 . 因此 lim (pep) 是 存在 有 限 
的 .通过 令 

(Pp) = lim Gp), Wee PUM), 
fe MT REIZA CM) 一 R. 清楚 地 ,i 是 有 界 的 ( 即 ep) | = 
| tim gp S tim el def = tm d+ lel = ef 和 和 
MV pe PCM), 

iC A* p= ilip) = lim Gb» Ap? 


= lim pnp) = 0 = (0,9) 
最 后 第 二 个 等 式 是 由 于 Ugom <= Hl 49, ll || @ || 一 的 ,所 以 ; 
为 Aw 二 0 的 弱 解 . 由 定理 1, 存在“ € FOM) ;使 得 lim hrp) = 
ip) = (wp), Y pE FCM). HIERIE 4, > o BR] YB 2). 
因为 lAl = 1s © GM- AA lol =1 foe (m. {H 
由 定理 ldo = 0th o E I, Coa) = 0,0 = 0, R5 || o ll = 1 AB 
FE. 
设 MM 上 ss 次 调和 形式 组 成 的 线性 空间 为 二 HM) = oE 
FCM) | Aw 二 0), 则 有 著名 的 Hodge 分 解 定理 
定理 3 (Hodge 分 解 定理 ) FE m HE C™ 紧 敏 的 定向 Riemann 流 
WE (Mig) LPP BR s OSs Sm H BABA. 上 且 线 性 空 
间 CM) 有 下 面 的 正 交 站 和 分 解 
ECM) = ACF) B H 
= ds( F) D dd) H 
= dF) Ber O a, 
由 正 交 直 和 分 解 得 到 :对 任何 @ E FM), E a © FOOD BE 
FCM) sp © DUM) 满足 
w = de + ðf + y, 
县 da,68,y 分 解 是 唯一 的 . 
证 明 CRIDI jr 不 是 有 限 维 的 , 则 正 包 含 一 个 可 数 规 
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范 正 交 序列 {a}. REEM 2, (a) 必 包 含 一 个 Cauchy FFF] {a}, 
但 


| Oa, On, | 一 (or 一 @ Os, Bea) 


Myr 


| 


| a, Wl? + fl ae, |]? 2C0,,0%,,) 
=l1+1-—-0=2, 
RUE RS plasm) = la, — am i = VY 2, 由 此 知 {eo} 不 为 
Cauchy 序列 ,矛盾 . 因此 , 严 是 有 限 维 的 . 显然 ;只 人 须 证 明 Hodge 分 
解 定理 中 的 第 工 式 ,而 第 2 和 第 3 式 由 第 1I 式 和 4= 果 十 蚂 以 及 
引 理 3 立即 推出 ， 
因为 下 是 有 限 维 的 , 设 oe 为 8' 的 规范 正 交 基 . 则 任意 
a E PCM) 可 以 唯一 表示 为 
a= f+ D aas 


1=1 


He pe Gt = {0 E PON| i A) 因此 ,有 正 交 直 和 分 解 
FCM) = (A914 DL, 

Fiz. OM) = AFM DOCH) = ACCOM). TE "CMD 到 

H 上 的 正 交 投影 算 子 为 


H, FM i, 
t 

a> Hla) = >) la, odo, 
i=] 


BD Ha) 为 & 的 调和 部 分 
Re PCM). Cc HW, Nl 
(dor) = Ca, An) = (e, D = 0, 
El dw | pdo | H AoE CFE. AER T AGC D’ C OOL, 


ABC HM a E (HOL. RITE LPR AE H L: AO ) 一 
R, 
((dp) = agp Yoe FCM). 
这 个 1 是 定 义 确 切 的 . 事实 上 ,如 果 Ag, = Ap MY ACen 一 gp) = 0, 
355 


GP, 一 和 EH, 
0 = lap 一 go) = lept — (ap), 
Casg) = (Co, qa), 
Xf pe PCM), y = p— Hp) € (HL. 应 用 Schwary 不 等 
式 和 引 理 5 得 到 
ECd | = [Ad | = | Ca. | 
= lel lel <el all || 49] 
=e || æ || 4e 1， 
这 就 表明 :为 40d)) 上 的 有 界线 性 证 画 . 根据 
Hahn-Banach[ Simm ],p228 BRL E 53 Pea 159—166 页 ,! 可 扩张 为 
CM) ERA ARTEZ oR. Ab dF do = apt 由 证 理 1， 
FETE o E FM) 使 得 do = a. Ae E ACFCN)), 从 而 (8 Co 
ACF*(M)). 
综合 上 述 得 到 
CH) = AG CM)) 
从 而 Hodge 分 解 定 理 全 部 得 证 . 
定理 4 设 (Mog) Ym RAE i] Co Riemann 流 形 , 则 对 a 
E FM), do = o ARR Sa © (HOt, 
证 明 (=) do = a, WV ve FH', 有 
(a,y) 一 《40 = Cw, dy) = Cœ, D) = 0, 
Ble € (HOL. 
(<=) H Hodge 分 解 定理 ， 
a= AB + ps 
如 果 € CA), Dl 
Cy y= Ca — A, p3 = Cay) — (8, Ay) 
= 0 — (f, = 0, y=0, 
所 以 46 = a, Ef 4w = a AH o = p. 
注 1 如 果 定 理 4 中 ,Hodge 分 解 的 形式 为 a = da + ôf, 
a, = os + df: + yz, Be = de, + 68, + yas 
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By == das + ófa + yss ag = dos + dfs + Ys. 
读者 自 证 加 = a ARR o — da, + dfs. 
定义 2 设 
G, FCM) (H°) 
a — GCa) = w, 
HF oE do = a — Hla), o © (A), WRG KH Green FF. F 
实 上 ,根据 Hodge 分 解 定理 ,a = 48 + Ha) = ACB — H) + 
H (æ), A| o = B— H(A) E (A, A 4a = Ap = a — H Ca). EG 
是 上 述 条 件 的 @ 是 叭 一 的 . OE o A wo, FEAL do, = a — Hla), E 
CHL, i = 1,2. Wo — om E (A+ Ml Ale, — ao.) = 0,0, — wt 
吾 HF E A CAL = (0), o — a = 0,8 o = w 
因为 
(Gla), p= Gla), 46(p) + HCOp)) 
= (Gla), AG(p)) = (AGla), Gip) } 
= (AG(a) + Had, Gm) = (a Gp) 
和 (由 定理 1,4 6 © CP)+, ,使 48 = Cla) € (H+, 并 应 用 引 理 
5) | 
| Gla) || *= (60a), 60a)) = C48, Ea) 
= (£,AG(a)) = (fra — HCa)}) 
= (f,4) = lell lal Sellell - li 48i 


=ellall + feta], 
即 | eko || sellal FFAG AAA BRAT. 
Green AF G 有 下 面 的 性 质 . 


引 理 6 RTD 一 CM) ARES. HTA= aT ae 
= d,d, A) M] GT = TG. 
证 明 设 want CM) 一 (H+ KREE. BREE i 
Ta BRAY 
易 见 Alt: CHS = ARM) — CH)! = AFC M) 为 满 映射 . 
此 外, 如 果 oso E DL, 40, = dor, Wl) a, — a € (AL AI Aa, 
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一 we) = 0,0, 一 we © WP. Fb a, — oe = 0,8 oy = on A Aast 为 
单 射 , 以 致 So)» AJR —— PRAY. GCA | a 2 A A et By oe BY. 由 
定义 ,8 = (Alani) > wort. 现在 ,7T1 = AT BRA TCA) CH; 
mM (#91 = ACF"CM)) E A A TOCA) = TAF M)) = 
AT (ECM) C AFM = (H! h ER Hodge 分 解 定理 ,对 任意 
a E FM) A a= Af + y, 
Too mula = FCAB) 
= meaty (TCAB) +T) 
nal o FCAP + y) 


= Fiy * Tle), 


T o May i = Mr- 2 T; 
另外 ,对 任意 a € (1): Aa = Af, 
T o (Alun) fad= Te Ao ACP) 
= {AlL} © TAR 
= (A|) e Tha), 
To (Alay) = (A |u) e F 
因此 ， 
G e T= (A| L) l e P e mhd o T = CA|) l e Pe m- 
= Te {Ajay e tant =F eG, 

EM D i M Amio ME, E FEM) WR do = 0, MER 
os RC” PGK MRE TE n © PUM) ER o = dy, ME o W 
s 次 C” 恰当 形式 . 

因 天 里 三 0, 故 怡 当 形 式 必 为 用 形 式 . 但 反之 不 一 定 成 立 . 例如 
M = R’ — {0,0}, 


iu ro pt te SY 
_ vty 2y x+y — 2x 
do 一 : Gt 9? dy A dr + G Fy dr A dy 
2 


-z FE 


(22 4)? Oe + ope A dy = D, 
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mo AIRC APR. ho REC ta BH. CRUE) RE o= dy, 
n E FCM), W 


f-o = fan 一 | ,was = (A) | v= 0, 
这 与 


fe =j ayo 77” t; +y 


— sind ost] 
=j, o ‘cos’d 十 sint -+ sinf zal 一 sinf) 十 eb an -cost |dé 


=|" dé = 27+ 0 
o 


HF Sb o 为 道 时 针 方向 的 单位 圆 . 

设 多 为 时 的 微分 构造 , 记 Z2rk1) = {o © FCM) |do = 0} 为 
s C AFB RIN, BM) = fo © FCM) (A n © FP? Ë o- dy} 
Al sR 0™ 恰当 形式 加 群 . BM, Be(M) C Z2e(M)~ FAT PRP 

五 (时 = 2%(M)/BeCM) 
为 M ys de Rham | IR. Fz (CM) 中 的 元 素 称 为 s 次 Cr” 闭 
形式 的 同调 类 ,2 RAXA o) = [a E ZalM) lo — v E 
Be(M)> = {w+ d|} E FCM}. 而 
{a1} = {aa = w -+ dy, gE FIM). 

显然 , doM) = Za = Bol M), Bll s tk C™ MWER sk e” 
恰当 形式 , 换 句 话说 ,s 次 C” 财 形 式 与 s 次 C™ 恰当 形式 无 差别 . 因 
此 ,de Rham 上 同调 群 是 刻 划 秘 形 式 和 恰当 形式 差别 的 重要 的 量 . 

定理 5CHodge [al fa ED AGE fa] C” Riemann FE CM.) 
上 的 每 个 de Rham 上 同调 类 包含 一 个 唯一 的 调和 代表 . 因而 ,对 每 
个 整数 s, 有 HiCM) = A. 

证 明 1 对 任意 wE€ FrCM), 由 Hodge 分 解 定理 和 Green 算 子 8 
的 定义 ,我 们 有 

o = då lad + ddGCo) + Ao}. 
AwGed=a-G, 故 
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w= dédG(w) + 6Gd(o) + Hla). 
如 果 o AC 闭 形式 , 即 dw = 0, 就 有 
o = ddG(w) + Ho). 
由 上 式 立 即 得 到 H Co) 4% o fy de Rham 上 同调 类 中 的 调和 s 形 
式 ， 
RA. a oan E HH’',w = o + dy, Il 
Ca: — pi 一 a) = (di, ay 一 a) 
= (Wd 一 a))} = (0) = 0, 
a — á = 0 
BD we = wi. 
因此 ,在 每 个 de Rham 上 同调 类 中 有 唯一 的 调和 代表 . 
ił 
f: He(M)> H', 
{w}— g(io}) = Hw). 
根据 Hodge 分 解 定 理 , 有 
Hlo + d = Hew). 
因此 ,了 的 定义 是 确切 的 . Fe BRS ERRORS A 
射 , 另 一 方面 , 易 知 f 为 同 态 ,人 因此 了 为 同 构 . 
证 明 2 Hows KARR, h Hodge 分 解 定 理 ， 
o = da + 6f+ y, 
则 
0 = dw = dida + åf + y) = dég, 
0 = (0,4) = (dóf, f} = (62,6), 
åf = 0, 
o = de F y, 
{a} = {y}, 
Bl y = Alo) Alo} 的 调和 代表 . 
其 他 与 证 明 1 相同 ， 
定理 6 BSCE AI Co 流 形 M 上 的 de Rham 上 辣 调 群 都 是 
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有 限 维 的 ， 
证 明 根据 第 1 章 1.3 定理], M LFE Rieman EE g. 对 
(Mp 应 用 定理 5, 有 
wM) = A. 
FA Hy ESE 3 A ee PR AE. AT eM) 也 是 有 限 维 的 . 
53| 理 7 iM Ama Ce 连通 流 形 , 则 
Hb(t WM) = R, 
证 明 FAL BC) = dF CM) = d¢{0}) = {0}, BR H bM) 
= 22(M). mdf = 0,fE PCM) UY pe 形 , 存 在 ?的 局 部 
AB PR AR p), {x} 使 得 


OU) = {r = (r,e) E RA GY? <1}. 


m a m] 
0 = afle = D SEP ae 


b= 1 


pa SAPO 二 0,i Lem, RRM Fie = 常 值 . 由 此 可 
知 , 对 固定 点 po © MLM. = {p © MIF = fp) Al Me = (p € 
Milf) EFOD 均 为 开 集 . 因为 po E M A MEM = oO, 
Mi = MBI fla = f(r 一 常 值 . 于 是 
He(M)= 220M) 
= {flf: M>R HRB 
az R. 
EMI RV AW ah eS A RHE BV A E 
双 线 性 函数 (，): VX WR. mR WP we HORE 
一 个 元 素 v CV ARR Cw) A OMY PHT oe 40, EET 
mw EWIG 0, RAS OO 是 非 异 的 . 
引 理 8 (oO AV Al w ase Rae. + 
p: FW" (的 对 俑 空间 ) 
v > olv) 


361 


pin) Gw) = ww), ve Vw €E W. 
则 p HERTE AY BA BY. RAR pW aV. 更 进一步 ,dimr 
= dimW 和 w fil y EEE 
证 明 p 为 线性 映射 是 显然 的 . 如 果 eG) = plr), I 
Coy.) = ple) Gp) = ples) Ge) = Coe) 
[an — pew) = 0, Ywe WW. 
At — n Æ 0, BITE, G) FETE PROM s OUTFITE w E W BG, 一 
vew) OAPI AL o — er = 0,m 二 ww, 是 单 射 . 
p Fi St a ee dim’ < dimW’, ii y HEH AMSA dimY > 
dimW ,因此 dim? = dimW ,由 此 还 得 到 py AREY. 
定理 了 (de Rham EEJ (REY Poincaré HRI MOY om AEE 
致 定向 Cr 流 形 , 则 双 线 性 函数 
Cod; Ha) x He MN BR, 


m 


Cph, ie) = |.» Ay 


是 非 兴 配对 ,从 而 它 决 定 了 一 个 同 构 
Pit MH) == (HE (M ))*, 
其 中 USUD H HP ON 的 对 偶 空 间 . 由 此 还 可 得 到 
HelM) a HE CM). 
证 明 BARELA CO 与 上 同调 类 {fw} Aid) 的 代表 
元 的 选取 无 关 . 事实 上 ,由 Stokes E, IM = Ø H dp = 0,d# = 0, 
二 0 得 到 


[+40 A G+ ap) 

= |e A p+ f-o A dn + as A pt [ae A an 

= fp A 二 (一 {face An) — [aw Aa] 
+C fag AD— e pe] A ap] 
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+E | -ac A dy) — (一 Dfe A dy] 
= |o Apt D-o A» + | 2 A p+ |- A dy 


= Fz Ag 

另 一 方面 ,容易 看 出 〈,) EMRE. PREC.) AER. 已 给 
EE CHH ip) © ACM) ,我 们 必须 找到 一 :个 非 零 上 同调 类 !¥) 
CuSO). 根据 第 1 音 1.3 定 理 1, 在 于 上 可 以 选 一 个 
c’ Riemann 度量 9g, 从 而 由 定理 5 可 以 假定 多 是 湖 和 代表 .因为 上 
同调 类 {wp} 是 非 零 的 , 破 w 不 恒 等 于 0 从 到 4 二 4 订 见 到 多 也 是 
调和 的 ,由 引 香 2 知 它 是 财 的 ,所 以 * pH de Rham E [a] PAS { * p} 
CHE O 的 调和 代表 . 于 是 


Cp {p= fio A xp 


= |- (ppa, = | pj £0. 
Bi, ADS. O EAER A HA STE 8 HE EE TP : 
ffie(M) = CHEr*CM))*. 
推论 1 WEM A m AER Be EY C 流 形 , 则 
HECM) = R. 
证 明 由 Poincaré 314 EMH 27S) = R (RAJI Oe 
HCM 2 CHECM))* = R. 


4.3 不 可 定向 紧 致 C” Riemann 
it FZ HY Hodge 分 解 定理 
AR FG | BE RE Pe LE AI ES, BR aE SY eR 


C” Riemann 流 形 的 Hodge 分 解 定理 . 
设 M H mn BEC’ TUE CPR Sle) ,WY 的 一 个 覆 生 证 由 一 个 
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Ca HIG M Pe A AAAS |B) Fl — > Co BR CR BRR M a 
. MAR, BREE OM (Uo © OP} Rh U 的 每 个 
HEH St Coy alo Ge > 0 为 C0” Ra A. RHE p © OM, 
x (7) AA AE n, We HBB ER. 

HMI RTM AM BRA, AT mR Ce 外 形式 从 
CHI EY C™ 向量 从 ). 如 果 在 AST * M 一 {0 截面 } 中 引进 等 价 关 系 ， 
alp) ~ PMSG) = alp) a > 0. 且 在 等 价 类 集合 M 中 引进 商 
Hth OU MA SASS oo MM, {a(p)} > a ((elp)}) = pu 
2 BME. PA ME. 也 可 在 几何 上 描述 如 下 ;给 

M= (ala HTM 的 一 个 定向 ,p € M} 
一 个 Ce 微分 构造 ,使 得 
Tr M — M,a(,) = fs 
为 局 部 C” WOA FEM m) 为 好 的 (2 层 ) 定向 覆 香 (和 参阅 
[BJ ;p35 一 36 和 [ 伍 J120 一 121 H). 

设 y:[0,1] — M AE Se H R RE {yeo en 为 Tya M 
的 一 个 定 同 } PRA y > 连续 的 ,如果 存 在 并 中 的 连续 曲线 ?:[0， 
1] > ME xO = we Mae y = y A OM BARE Ot 
M "PE {a ae Se hk y (0.1 ] 一 M A M ye ae Ry (0,2 J > 
Mino y = py, BA pCO) = y(1)) 可 得 ， 

引 理 1 i Mm SE Cw HE Me OM = Mx 
2Z:( 恰 为 两 个 连通 分 支 }; 开 不 可 定向 OM 连通 . 

以 下 的 几 个 引 理 是 十 分 有 用 的 . 

3| 理 2 MBER. M4 M Rt, M th E. 

证 明 ( 反 证 ) 若 不 可 定向 , 则 存在 一 条 封闭 曲线 7:[0,1] 
— MT (tye) 为 沿 )》 的 并 的 一 族 连续 的 定向 , 且 eco) F tog 从 而 
{aya = Aa tee) 为 沿 y = ey EE OM A REESE I. H aco 
F By 因为 z+ 为 局 部 0™ par Tal AE. hete RE — 的 . 于 是 ,p(t) = 
Hye SAT Ho 天 em = VO) = PED = a AP. 这 就 证 明了 M 
是 可 定 问 的 . 
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设 {5,|a € PT) YMME-FRS RMHA-HBRLN, 
Pepe uh. HAM C Tumi = 1.2CRF a) AP U P3 = 
a '(n(¥4)) 7) (PR = Sia, Pom ax) A er ST IAAL. t= 1,2. 
如 果 M ER, AEE PD [6 EE 4} WAR RD l, 
ooh). FÆ (MS |b = 1,259 = Loe ok) H M R BE me (Oca li = 
bs 23 f= leek} Eo © D POAT PR OBE RE. EA TM thd 

如 果 oy 表示 a, eI. > 

v: M- M, TC) = igs 
则 « BARA SAMS. Ms AA. Ae 7 一 1dr 记 
HD+ = {o © FCM) [r*@ =t os 
F(At)* -® PCD +. 
引 理 3 PUM) = PUD! O PUD. 
FCM) = FUM)* RD, 
H rA 和 FCAD RB d RET SA. 
证 明 WHER OE rD, a= GHD + 6-7), 
M rer = IKdg,t* = 7* = Idem 得 到 
46+ 13) € PUD*, 
D = PM 十 FM)-. 
Gee PDA PAD, WA 
D a =— o, 2o= 0, o= 6, 
故 有 直 和 : PAD = PAD @ eY. 
因为 5。r* = tz*。d, 故 对 任意 wwE€ rODE 有 
t* (do) = d(T*0) =d(+ a) =+ ål), 
da € F(M)>*, BI FCAD)+ 为 和 的 不 变 子 空间 . 
引 理 4 ied, = dF, Pat > OADE, WA 
Hi(M) = He(M)* 四 Ha (MY. 
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证 明 根据 引 理 3, 有 
Kerd, = Kerd; (Ð Kerd; , 
Imd, 1 = Imd, ®© Imaz,, 
Hal M= Kerd,/Imd,_1 
ez Kerd,' /Imd,_; © Kerd, /Imd,_, 
= Hed)! O Heit) ~. 

引 理 5 xx* = af, CM) 一 CM) 为 单 同 态 , A Imr? = 
FCM)" Al wk PPCM) 一 Ot 为 同 构 . 

证 明 Hp ero =— 0. r ABC RAPA o = Osh nt Hy 
PA [ey AS. 

对 任意 四 后 PCM), Mowe t= n ARS r*a u) = (re tr) to = 
via, a arto C FCM)+. 

RZ ER o E PDH, h s ARC BAD tos © 
AY EH FETE o E PM) IEI to = o. A Imes = C+ Al x? : 
ACM) — FCM)” ATR. 

Ay den* 一 od, ft x* PERT de Rham 上 同调 群 的 同 态 ， 
仍 记 为 x*， 则 有 

定理 1 x :BBC — Ae) ASSIA. ee (ACM) = 
Hal Mt 和 r HMO — HaC M) Ale. 

由 此 及 引 理 4 可 有 Ho = Ha M) D Ha MN. 

证 明 车 qo)) = we ({o}). M wt Con — wm}) = {0}， 
dy. yt Bde wy = da. et +a) = dg = r (a) — em) E FCM), 
Fp at E PCA) +* Mii de = 0, 


aka — thon = Å ayt == derta = ndn, 
再 由 x* AT PBS o 一 o = dg for} = (o). 即 ax HPA 
去 
dtr 


FH 一 方面 , 设 {E} € Hal Mt, E €E F°(M)7 ,d,é = 0. 由 N: 
PCM) 一 PAD Al ARE o © PCM) E ato =E ATEN 
HER. rádo = drio = dé = 0. rin HRA do = 0, 
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MATI ater = (ata) = (6). XREN T af ATA AS. 

ec EE, xs “ea 一 H(A 为 同 构 . 

RY FAR BY FE BY me HEC” Riemann UE Mg) 上 的 上 微分 算 子 
5 和 Laplace 算 子 4, 可 以 从 另 一 角度 来 研究 它们 . 令 g = x*g, 则 从 
5 (FE 2 Mg 定义 知 ,( 形 ,9) A m BE [a] Ce Riemann 流 形 , 且 上 为 局 
PASE ER. Eg) 上 有 Hodge BAT x, ERA IM 
Laplace BF A, 则 有 

gige PODE 为 8 和 4 的 不 变 子 空间. 

WAS 由 于 zf 二 Ay 藤 Ty 一 Trg 二 (x+ ry = tg = 
5. 男 一 方面 ,不 难关 出 7: 答 一 认 反 转 定向 ,因此 ,T* m= kr, 
td = öt" tA = Ar. MG] SPP CD+t 为 9 的 不 变 子 空间 的 
证 明 立 即 得 到 严 (再 )+ 为 5 利 4 的 不 变 子 空间 ， 

令 = 6 ICM) Ft = A ED +， 
由 地 为 局 部 C™ 等 距 变 换 明 显 地 得 到 

5| 理 7 dtx* = 9r*d,Ata* = w*d,Ata* = g* A. 

由 引 理 3.6.7 利 定理 1 知 , 要 考虑 POD 上 的 Laplace 算 了 4 
只 需 考 虚 RCA)? 上 的 Laplace 算 子 4 

设 (Meg) = (M6409) Am BERD) EIA AY RK Co Riemann Hit 
形 , 则 从 引 理 2 知 , CM, = (Mag) 4A m SRE BC” Riemann 
流 形 . 由 = 为 局 部 C” SRR RRA 3. 2 ,在 严 ( 形 ) 上 可 定义 内 积 


Cam, p) = |è A k7 -| (B59) ¥ 1 
H M 
= | apar, 
M 


它 自 然 可 延 拓 为 PUI) 一 由 PUD) 上 的 内 积 ,于 是 ,利用 rD 
M FEAD 上 的 内 积 定 义 POD H FM 上 的 内 积 如 下 : 


Cag) = CAR g) 
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一 | A Cr*n) = | orton 中 ?di 

引 理 8 POD? EOD- ATED = et OFM) 
为 正 交 直 和 分 解 . 

证 明 由 于 7: Mo RE, RH © E P+, E 
FAD 有 

(3,9) = [% A Xj = | re AKD) 
=| PAra BAC «rd) 
=- | A GD 一 一 GAD, 
p= 0, Ba] ». 

引 理 9 (1) (do,p) = (wô) o © FM}, © CM), Bid 
Al 6 EAMA T- 

(2) (do, = (a, 49) 0,5 E PCM) Bl 4 为 自 伴 线性 算 子 . 

(3) (dow) 20; H Ao = 0,8 o 4s RIAL RS doa 一 
[do = 0 Al dw = 0. 

证 明 817 Cdo, p = (a*da,xt*y) = (dro, rtp = (n*o, 
dan) = (r wo," óy) = (0,69). 

(2), 3) 参阅 4.2 引 理 2 的 证 明 ， 

定理 2(Hodge 分 解 定理 ) 对 手 任何 s= O61, 0+, mm, CM) + 
= Kerak 是 有 限 维 的 . 是 有 下 面 的 正 交 直 和 分 解 ， 

(M= AZF*CM) GQ) CN) 

= ütőt (Pt) D itat UC) *) @ M 
= BCP At Ditt D RM). 

RAE OC PDE, METE E © ED BE PID * > 
E HM )* 使 得 名 = dta + čti 4+ y Hata, d*y 是 唯一 的 . 

证 明 因为 rt 是 4.5.4 的 不 变 子 空间 , 故 
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a, CP CAD) = dia Dt) Oda CU) ), 
p PICA) = dL CPD +) D a MY, 
ALED = AP UPCM)T) @ Ar CCM), 

ED = Cat O M) . 
再 由 
PM) = 4PM) DIP) 
= du HD O68 CD) DB HN) 
AELH Sh 
Fe) = FCM PCA 
RAE tt TE. 32 1 #0 5} fi 
PCM) * = AP UCM) BD FCM) 
一 tet ae M @ btd+ (FCI *) @ CDA 
= dt(F N @ itet + IC). 
Iih A mD CCA) AD CAE) 有 限 维 立即 推出 ODE 是 
有 限 维 的 . 
定理 3(Hodge 分 解 定理 ) 设 (MH,9) = (M4) 为 四维 不 可 
定向 的 紧 致 C” Riemann 流 形 . 对 于 任何 = 一 0,1,… rm, HM) = 
Ker4, = fa E PCM) |4o = 0) 是 有 限 维 的 , 且 有 以 下 的 正 交 直 和 
分 解 
ECM = AMDO OD WM) 
= dël (M)) P iPM) D HEM) 
= dh COM) OD OCF CMY) D ECM). 
换 句 话说 ,着 EE PCM) MFE a € FTM), Be FHM), y E 
ICM) (EAE o = da + åf + y, H da, df, y 是 唯一 的 . 
证 明 应 用 定理 2, 引 理 5 和 7. 
B43 4) T A BY SE [0] m tÈ OC” BY Riemann 流 形 上 的 Hodge 5} 

解 定理 , 这 使 我 们 可 以 将 定向 m 维 0” RB Riemann 流 形 中 应 用 

Hodge 分 解 定 理 得 到 的 一 些 结果 推广 到 不 可 定 和 癌 的 情形 . 
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定理 4 (Hodge FHE B (Mg) = (M, GD om BER 
C™ Riemann MJE, ll f; WiC) — A, {o} ~ f({e}) = Ale) 为 回 
yee fiH > He(M) o> f (wo) = {wo} 为 同 构 ， 

WAR 从 定理 3 和 14.2 定理 5 立 则 得 到 .我 们 重新 讨论 如 下 : 

pa 
= dao = 0,0, — o 一 dm 于是， 


Ca Way Gym We} = Cay — 2,09) 
= (dw, 一 fary) = (0.9) = Ü 
ah 一 ey = O,a, = wr. 
we 广 ' 为 单 射 . 


对 任何 fo} € HSC), Wi) dw = 0. H Hodge DEH, S o= 
de + å + yy € CM). 出 
0 = do = df + dy = dsp 
0 = (0,8) = (döf, pf) = (fdf), 
5f = 0, w=daty 
All 
F'O) = iy) = (da + y} = lw}. 
这 证 明 广 ! 为 满 射 . 因而 , 广 ' 为 同 构 . 
UER 4 
推论 1 设 CM,g) = (M, (,)) 为 m 维 不 可 定向 的 紧 致 
C™ Riemann ie. CM ,g) 如 4.2 所 述 , 则 
fai: CM) Hy(M)t, 
o> filo) = {apo 
AA HA de Rham 上 同调 类 (o*} € WM) * ab EME 
调和 代表 y © ACAD) +. 
定理 5 if (Mp = (M,6,)) Wom BERR C” Riemann Hi. 
对 任意 a € PCM), do = a AF o E FCM) MEET y © FOM), 
Ay La, 即 人 on = 0 aE UNM). 
证 明 参阅 4. 2 定理 4 的 证 明 . 
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类 似 定理 5, 有 

推论 2 设 (Mog) = M, 9) mm BEAN Hf AE TR] AY K E 
C“ Riemann JAE. (5,9) A0 4. 2 所 述 , fe a E Cit MY Ao = a 
HM oc rD e HER? E CAD Aa] > BG.) = OR 
ae GCA). 

最 后 , 众 蛮 分 观点 来 研究 do 一 0. AI PR e(a) = Case) Hoa 
E mM) WHER ER. WA 

定理 6 if (Mog) = (M, om HE'S C” Riemann 流 形 ， 
则 4o = 0, Blo ARER Co AAR. BER e © {oh 
eC) = ea). 

证 明 (=) Æ 4a 0,Ri do = OM de = 0 AMET eS (wl, 
a= o + dy lody = (w, p = (0,9) = 0 F 

e(a) = elm + dy) = Co + dyo + dy) 
== ela) + eld + 2€a,dy} 
= rfo) + e€dy) = ela). 

显然 ,等 号 成 立 rld = drd = Ody = H, Ei g = w 

《< 二 ) 作 一 变 分 o + tidy, 则 由 

Elo) S elw + idy) 
得 到 
0 一 et + tdy) 一 a wot dP + lwd + elw) | 

= [2te(da) + 2€a,dy) qr 

= 2(@,dy) = 2(dw.9). 
特别 取 ? = deo, Ml (d0,d0) = Otso = 0. He do = 0 $745 

Aw = (dd + djo = dù + 60 = 0, 

即 w 为 调和 形式 . 

读音 也 可 应 用 上 面 的 必要 性 和 4. 2 定理 5 推 得 充分 性 . 
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4.4 Laplace 算 子 4 的 特征 值 


设 (MM,9) 二 CM,《,)) 为 m 维 0” 定 向 紧 致 Riemann HIG. 47 
= BR PCM) = CCA’ M) 上 的 Laplace-Beltram 算 子 4 的 特征 值 
的 性 质 . 
MSM 1 如 果 对 实数 ,存在 一 个 不 恒 为 0 的 Cs 形式 名 使 得 
do = do, ABA 4 ELE. 对 于 特征 信 4, 称 满足 do = dw 的 
cs 形式 0 为 对 应 于 特 值 4 的 4 的 特征 形式 . 称 OM) 的 线性 于 空 
间 FCM) = {a E FM) |do 三 各) 为 特征 值 4 的 特征 空间 . 
引 理 1 关于 4 的 特征 值 有 以 下 性 质 : 
C1) 4 的 特征 值 是 非 负 的 ; 
(2) 4 的 特征 空间 是 有 限 维 的 ; 
(D FPL ARR A: 
C4) 对 应 于 不 同 的 特征 值 的 特征 形式 是 正 诡 的 
WA 6) 设 2 为 4 的 特征 值 , 则 存在 不 恒 为 0 的 Cs 形式 
使 得 Aw = Aa, | æ || = y (e,o) = 1, Mij 
A= (àma) = (Aww) = 0; 
(RAK ushan PRA A BIRREA u 和 w 是 分 别 对 应 于 4 和 4 
的 特征 形式 , 即 Au = Au, dv = pw， 则 
ACUO = CA se) = CAu,v) 
= u, Au) = Çu, pv) = lw, bt) 
CA — aian = 0, Cuy) = 0, 
BO a | v». 
(2) (HERTE 4 的 特征 空间 MUD TEAREN, MTE 
CR = 142,00 (IG Ao, = of) 为 0" 规范 正 交 的 向 量 . 因为 
lo = 1c = max{1,4}, 
| Aw || = || Aw || = AS e = max{l,a}, 
所 以 应 用 4.2 定理 2, fo.) 必 有 子 序列 {o%} 在 PC) 中 为 Cauchy 
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序 询 .但 由 


|, — ?= 25 
即 距离 plon, ren, D 一 0% 一 0 中 一 Y 2 SER on} AA Cauchy 
序列 , 牙 盾 . AW, Fic) 是 有 限 维 的 . 


《3) 留 作 习题 . 
引 理 2 C) WA aA GRAO, W 
4; (H9 — ar), 
G, (H°) — (HD), 
此 外 ,对 任意 € (H9, 有 
AGa =a, GAa =a; 
(2) 128 Class 的 特征 值 A = 本 为 | ont 的 特征 什 
注意 ,0 RE Cur)! 的 特征 值 . 
证 明 (1) 由 Green 算 子 的 定义 知 , Gla) € 《51, 因 为 对 任 
意 ?E 下 ,有 
(Aa,y) = Cady) = (a,0) = Ù, 
所 以 4a | pda © GL. 因此 , 确 有 
A; (HY)- ~ CA"), 
和 
Gi (H) 一 《下 ) 
此 外 ,对 任何 a E CH), 有 
AGa = a — HC) = a 
和 Aa E (AL, 
AGAa = At. 
再 由 Gda € (H)L,a E CH)! FER Gda = a. 
(2) a € UP): Ga = Ô + a = 0, Mij a = AGa = A0 = 0, 
而 0 AE Gla 的 特征 值 . 
男 一 方面 ,由 4Ga 一 a 和 G4da = a OEM AO KH Girt 的 特 
征 值 , 即 存在 不 恒 为 4 的 e E CA)! Ga 一 nom 存在 不 恒 为 0 的 a 
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E iF)! Ao = Sa HI Ay AL cary | 的 特征 值 . 

BOL, 0 为 4 的 特征 值 写 存在 非 平凡 {不 异 沪 站 的 s 次 0 " 洞 
和 形式, 即 于 关 0. 例 如 ,由 于 党 值 杂 数 c 关 0,cEE H" = CMY 
0 为 4 一 出 的 特征 值 . 
定理 1 y= sup 


lel = il Ce || > 0,A MER e © CH), | Ge | 
a 
Sale i. TH = 为 4 的 特征 值 . 


证 明 由 于 9 为 有 界线 性 算 子 ， 故 0 所 
MAA BI BY Ae || Cy || <a || ye |. 
因为 CM) 是 无 限 维 的 ,而 玉 是 有 限 维 的 ,所 以 人 
(0), FEFE » © Ur) 
0., || cel > 0# 


他 和 十 oc, ARA y AE 


-É 
lell = 1, HBE] 4Gp = pÆ 00g 


n= sup. | Gp || > 0. 
SUP 


we cat! 
为 了 证 明 二 为 ARI. Gip €E GP)! 为 了 的 极 太 化 床 
列 , 期 I l| = E | Gp; | — y. 
二 为 Co, E€ Ot, 
| Gp, — age, lJ? = |! Gey, |? — 2 Gp pp) 4+ 


=f || Gey; ||? — 27? i] Gq, ||? + 2° 
A yi — e g = 0, 

所 以 ，| Gp; — p || *— 0. 和 迹 一 步 ,我 们 证 明 || Gy, — ng, || — 0. 
为 此 , 令 p = Gp, — yp; Ml 

(PB GP) = (AGP, G) = 0 

Dae Cp p; — FP,) 

= (h GCG; 一 yp) + yp — yp) 

= Ch Gp + yp) 

= Gp Halal Salal 


| Ge, — yp; || = || all — 0. 
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ALY || Gp, i Salle = 7S e = max(l.y}. | Ay, || = 
i py i = 1 Se = maxit.y}, PEACE vw 的 子 序 列 ; 人 不 失 一 般 性 ， 
仍 记 为 pp EI Cp) Ay Cauchy 序列 .在 所 (WW) 上 ,由 
KB) = lim aep, YAE PM) 
EMA RRR EY oh CCA Ay Gy, A Cauchy FPR, PPA Ea a. 
由 于 Ate, = Wi 和 
| (Gp, 一 np.) | 过 || Cy, — am, || lle |i — 0 


可 得 
1  ， , l. 
EA 一 —)* p= lim gG, A — —)*@) 
t patos 4 
i 
= lim ye CA 一 —- ip,» pe? 
sere 4 
= lim Cap) 一 Gp.) 
I 
=— lim (Gp, 一 npp) 
= Ü, 
A, 为 


CA -— i), — ğ 
4 


的 一 个 非 平 凡 的 弱 解 . 由 此 和 4 一 二 是 椭 贺 型 的 得 到 :存在 间 0 的 
oe FCM), (678 


(4 — Lyw= 0, 
7 
ry == Low 


Al A = 二 为 4 的 特征 值 (参阅 [Wal, p222—258, The Hodge 
Theorem). 
引 理 3 MR UAE NM 
n= sup legl, 
pe cyl 
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y= sup || Gp|l, 


lel -1 
PEDR ot 


其 中 Ài 一 二 为 A | cast 的 特征 值 ,: = | ,2 r, H OA SAS n.. 
<A GAAR OOR ;上映 到 (的 到)+, 这 里 忆 为 由 {wi;*…， 
os TERA FCM) 的 线性 子 空 间 ,m 为 对 应 于 如 的 0” 特征 形式 .如 
REX 


h = sup Icel, 


Iyl =1 
pE tae yt 


则 pii > OA Aas = = 为 4 的 一 个 特征 值 及 Aa Se aati 
证 明 因为 对 任意 pE GED Rd sy E i’, 有 
(dpa) = Cp da) = (p, hw) = 0, 
所 以 , AR D R) RA D RL. 
类 似 地 ,因为 
{Gps y) = (p, Gy) = (p,0) = Ü, 
= (oto = = l, 
= (pa) = 0, z= 1, sis 


AREA, G ORR CAP GD B+ RACO Ro! B.C) 是 无限 
维 的 线性 空间 知 ( 严 DR) A {10}, 因 此 ,仿照 定理 1 的 证 明 得 到 
Att = — 为 4 的 一 个 特征 值 ,其 中 


m= sap || Ge || 


pe ihe) - 


ca sup | Gp | = Tes 
Hell = 1 
PEPER yt 
1 l 
~ 上 一 ”人 = — = 
a+ Th 


定理 2( PCM) 的 完全 性 ) ”可 以 选取 4 在 PCM) 上 的 特征 值 
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ee ee ee 使 得 
OS a Sk Se LAS, et 09 
和 每 个 4 的 特征 值 2 痢 包含 在 序列 {a} 中 ,并 且 相 应 于 4 的 特征 空 
H GE dim FCM) 为 dn = AB TR. I A PCM) 中 对 应 于 特征 
É 4, US IE RARER. 更 进一步 ,关于 内 积 (,) OD 
是 完全 的 , 即 对 任意 o © PCM), 有 
lim | æ — SY) Grae | = 0. 

证 明 根据 引 理 103), 4 在 CM) 上 的 特征 值 的 集合 为 至 多 
HAR HF A AE WD BACHE A OSA Sa SAS YS 
Bat co. BF PCM) 为 无 限 维 的 , 故 引 理 PHC R) 天 
DB Kit ART h 和 Aa 

如 果 k = dim’ > 0, fl) 4 = 025 AERA, BM A> 0. 令 


B= Sla — >) Carada) E (H+, MGS = GAC — X) larada) = 
=] i=l 


a 一 X aodo. 由 此 得 到 
B= AGB = Aa, 
(6,0) = (da,a) = CaA) = Alas), 1 >> &. 


GR 一 3} (Bada) 
fi 一 上 十 | 

= a — CRN — ` ( Box) Gay 
1 一 【 Te= 上 十 了 


=a— Dy ee 一 YY alara) a 


=a- D asoa)» 
再 外 Rotts Aa bi 的 定 MA Ant) ef oO 得 到 
i| a 一 > (a,0,)@; || 
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~ ee 一 SD Gade) | 


"一 上 十 ] 


-一 5> (Era | 


一 名 -1 


— İri j2 — i 
Aati | B l 2 2) roA) 


+ > (80%) hy,) (a, es) JF 


4 ÀI] 


=f l2 E Go + SI Godt 


An 
“tI i=4+ t} =k 1 


= Liat D an 


- | 
Sy All 一 0 (mt mo), 
+1 
ir, 
lim | < 一 > aro | = 0. 


RUA UENA 4 的 任 一 特征 信 A€ {hlr ON}. BR, AAR AD 
0 加 以 让 明 . Bo E ACM) 为 对 应 于 特征 值 4 的 特征 形式 , 即 Aw = 


Ai IE Go = go, =o redox 0.40=e4+ wl,af E IP wl E 


CEP)! CRUE) 如果 Aw = Aoo EHAE (Ain EN} DE: (Is 


Aa l = Aw” 十 - Aa! = Aw = Aw = Ae 十 hay! + 
HEE o C H'et € CF)! 


Co to } = (Lipo) = 1 0, do) 
A A 


一 A (0,0); 
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(1 一 =) (os) = 0, 


(wr) = Dn © NY 
Awl = awl, 


ao + aol = gt E cH), 
根据 定理 中 已 证 的 结论 , Jol] = tim lol = 1mo Xio, 
qe a =o i= | 
ajo || =0,0= 6,256 Ho + OFF FR. AACE (Ahl EN}. 


EAERI om AEC’ 紧 致 定向 Riemann fie Cg) = OM, 
(>) 上 的 Laplace FT 4 的 特征 值 的 重要 性 质 . 对 于 不 可 定向 的 流 
形 , 由 于 不 能 定义 积分 ,直接 讨论 特征 秆 的 性 质 是 不 合适 的 , (Oe. 
我 们 已 有 4.3 PHAR aU.) = CM ,<,)) 的 定向 (2 层 ) A 
BEM. ,2); 它 诱导 的 m HE CY 定向 的 紧 致 Riemann Wi E A 
Hg) = (ntp POW) EAR Co.) SRT POW) 上 的 内 积 
(ay) = CA*w,x*n), 关 十 4 和 4 的 特征 值 有 以 下 的 关系 ， 

aj 4 i (Mog) 二 (M, 6) $ m $A A BR Re 
c Riemann WH., (H.D 为 CM ,9g) WE AA A C Riemann WHE. iU 
FSCM)= = ESMO 1) CMY", WM 

EMO = ECD” @ EO 
为 正 交 直 和 和 分解, 日 44E ROSE AAR RRA mone RAAB 
特征 值 和 Mt 4 {0). 

由 此 得 到 4 的 特征 值 集 为 4 的 特征 值 集 的 子 集 . 

证 明 因为 PDs 为 4 的 不 变 于 空间 ;所 以 对 任何 6 一 o 
+o E ECM).0t © PUM, A 


AG? = Aw, 
ot & BAD D PCat)? = E)n. 
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从 而 得 到 
ELC) = RD @ EAD 

为 正 交 直 和 和 分解. 

再 证 第 二 部 分 . 

(地) 设 Ao = Aw, 40, I 

Ar wo = mă Aw = T" (Aa) = AR oO. 

及 因 x FCM) 一 PCM) OBR to 0, TD A a 
征 值 , 且 eGD = BOD FUDD A. 

(=) OE Bt, Ao = 20,0 0, Mih x ABR Co 微分 同 
Hi ETE @ A0, fË o = «to, H 

a* Aw = dr“ o = Ao = Aw = 2* (Ao). 

再 由 rt: FOD 一 POM) CAT PIE do = 40,040, Bl awa 
特征 值 . 

引 理 5 o-et +a E Span {B3 CM) ) GR H {E (M) ,n 
E N) 张 成 的 线性 空间 ) , 则 = € Span {£3 (=). 

证 明 ik {alj lye) A E E 的 一 个 基 . 记 


1 
wr + H = a= > reve 


则 由 引 理 3 得 到 


IOR 
at = X) >} at E Span (£5, (+). 


a=i j=l 


3| 理 6 CM) 在 内 积 (,) ESOS PR i — a, M oy 


一 wt, 
证 明 从 
ae or << or — 3 + bor or | 
= | 一 ol 
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立即 推出 :如 果 on -> ©, MY) oF > ot. 
定理 3 设 (NM,9) = M, D) Am BRM AR DWE 
EDC” Riemann 流 形 , 则 
《1) AF CM) — FCM) RUPEE (Ale © N) 满足 : 
OR AR ASR RAS 


lim A, 一 十 cc; 
(27 对 4 的 每 个 特征 值 x%, 它 的 特征 空间 M) = [wo € 
FM) | Ao = 4,0) EA RHEGI, E A A A mh, EOM) L BOD: 
(3) FPD 在 内 积 (,) 诱导 的 拓扑 下 有 
F"(M) = Span { E3 (M) }. 
证 明 Met MANZE. Sl 和 定理 2 就 是 定理 的 
(1)、C2) 和 (C3), 
如 果 M 不 可 定向 , 则 (对 ,9) HERRE Cg) = CM, 
TX*9) 为 m 维 定向 紧 致 0” Riemann 流 形 . 
(1) A; POD — CAD) ORR (A. ln © N) 满足 ， 
OSA Sa HAS ee, 
H. lima = -+ o. 
FM. AIEO), S| BE 4, AERA EFC TO. dE 
得 BL Mt 天 {0}. 因为 E a FCM) ACM) 无 限 维 , 故 
FCM) 也 是 无 限 维 的 ， 
(Rib) Rik AA ART KOD = 10}, 则 存在 自然 数 w > 
1,24 ile NAD = (0}. 于 是 
Span (BOD) C PAD +. 
CH BR ED 《无 限 维 ) 
由 此 ,存在 6 € rdt 一 Span (10N) = PD — 
Span (P (M) * }. 
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RHKF ERM RBH AEM HAE). FE AE 
Span (83) } 使 得 
®~o=otta = ot. 
其 中 好 = 0. 因此 ,从 引 理 5 和 6 可 得 


a E Spani ECM) },at — o = wo 
EN t 


以 及 
a= wv! E Span{ Cit}, 
1eN i 
这 与 
BE WM)! — “Span TACT 
= F(R): — Span (Pi C+} 
IEN 
HF- 


(2) 由 zx* AH a CE) = B AD CBS C Bt RAD 有 
限 维 推出 ECM) 是 有 限 维 的 . 
QR A FF Ay dae = Aw, do, = Ao; 则 
AC, Oo Ch) = Ces i) 
= fag Ao) = Co hj) 
= Aj Laksa), 
CA — 43) (@,0,) = 0,(a,,0@,) = 0 
Bil a | w 
(3) oE WM) ,由 关于 定向 流 形 MAKEN AG), 
存在 o © Span BM}, 使 得 
af +o, =a o = ao +o = at, 
故 从 引 理 5 和 6 有 
OC ~ot=a, af E Span { B.CM)*} 
LA 
a= ote Span {E3 M) *}. 
这 就 证 明了 Span {B A) = F). BEARER Crt ortn) 一 (9 下 
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和 x* ECM) -> BF CM)" 为 肉 积 空 间 的 则 构 得 到 
Span{FiCM)} = FCM). 
iE 


第 4 章 汶 题 


1. HEAR 4. 1 引 理 2. 
2. 76 4.2 定理 2 中 .证明 ; p> OGRA IV sm>0 NEN,S 
jk > NA LC — oop), Sell ell + Gup — opl. 
3, 应 用 4.2 定 理 5 和 4.3 定 理 6 必 要 性 的 论述 证 明 4.3 定 理 
6 的 充分 性 . 
4. 证 明 :(1)4.4 引 理 1(3), 即 竺 征 值 无 有 限 的 聚 点 ， 
(2)4, 4 定理 2 中 ,对 YeE FM), 有 


Nall = [X ao)". 
(3)4.4 定理 1 中， 
(4— Lo=0 
他 


的 弱 解 是非 平 凡 的 ( 即 有 界线 性 证 国 ! 非 恒 为 0) 和 解 口 是 非 0 
的 ， 
(4) 4.4 A, + co (n+ cc)， 

5.0 (Mg) om HEE BC” Riemann JUE »4 A Laplace-Beltrami 
FEF ABIL bE A BE OR SA Qe eh 
co JEE Spe (M) = (Xi 二 L, 2,1}, HE Specta) = U Spect (M). 
参阅 Milnor (H (BGM ]) 给 出 的 两 个 等 谱 但 不 等 距 的 16 维 平 环 的 
例子 . 

6. 设 (Mg), CNA) 为 紧 致 C 定向 Riemann MJE sgh 为 相应 
的 Riemann 度量 ,其 积 流 形 为 CM XN,g X AD. W 

Spec( Mf x N}= Spec(M) + SpectN) 

= {A + ala © Spec(M), a, E Spec(N}. 

(参阅 LBej.) 
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以 下 题 7 一 9 BA xczc]. 

7. 设 MARA C™ FE [a] Riemann HIE N BYR Be Co RAR 
小 超 曲 面 . 

(1) 如果 Ric(N) a> 0, W A = > Ss 

(2) WR dimM = 2,0 MHBR<lér1+9)/k. po AM 
的 亏 格 ， 
8. 设 (NH,g) 和 (及 ,9) 为 两 个 紧 致 连通 的 局 部 对 称 的 共 形 平坦 
的 c~ Riemann 流 形 . Me 

Spec'(M) = Spec (J), 
m 为 M SER HE PP Pe: 

C1) mlm — 1)  GACm — k); 

(2) mm — 1) tm — 2) Gn — 6) — 30C3m — 8) tm — 2kim -一 
k + 360(m — Dim — k — Dkk — 1) 0. 

则 CM,g) 与 (下 ,9) SRB. 

9i (CM,J,g) ACM Jp AAA R OEE BY JE OT PE RI 
Bochner 一 Kahler W Æ. n E M H B AER. 如 果 Spec:CM) = 
Spe (M), 并 和 且 满 足以 下 两 个 条 件 : 

(1) m€2m — 1) 34 M2m — b}; 

(2) m(2m 一 1)(2m — 3)(2m — 7) 一 15(2m — 3)(3m 一 
L)kC2m — k) + 9ORCE — 1) (2m — b)C2m — k — 130. WY CS, 
g) FCM fg) 全 纯 等 距 ， 

题 10 和 11 ASR Uu and Zhang |. 

10. E MM Sp Sy SCL) PK m BE Co BAS EE 
FFH Spect (M) = Spe’) ,平均 曲率 向 量 的 长 度 | EI = | Al. 

(1) WR mim — 1) A Chom — k) M M BS RA, 

(2) WME mn — 1) = bem — k) AM RARER 
EH S <= A? Gn? — bm 一 48)/5,Cm,k) A (6.5) 或 466,1)， 则 好 也 
是 全 脐 点 的 . 
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11. {8 p: M > Sh Co) 为 m 维 伪 脐 CO" 福 入 ,并 具有 平行 平均 
HRE, M y S H + 0) 的 m 维 C0" 全 测 地 子 流 形 ,如 果 
Spec'(M) = Spec’(M) 0 6, (m, k) (6,5) 或 66,1)， 则 好 是 
Se Ce) pg Co 全 脐 子 流 形 . 

题 12 和 13 可 参阅 [XXj]. 

12. 设 M*A SAG) 中 的 紧 致 极 小 超 曲 面 ,Mi = S*( 7/2) 
xX SC 41/2) X Clifford 极 小 超 曲 面 . 如 果 

(1) Spec! (M = Speci Mea), T =k << 20 
或 

(2) Spec?(.M) = Spe? (M.a) Lk 36 Me = 4, 

QM Al Min dE Co RRA. 

13.1 M" = M" X M2 Cm, S mama + ms = md 4 S701) 的 
RB Mo, = SC m/m) X SC v m/m) 为 Clifford 
极 小 超 曲面 ,如果 Spect (MT) = Spec (Ma m) > || Ri || ? 2 me. 

C1) k = 1, 13 m 40 
或 

(2 天 一 2 人 一 389 或 18< 一 各 过 73， 

则 M" 和 Ma, om, 是 cr 等 距 的 ,其 中 下 是 hr 在 1) 中 的 第 2 基 
FJER A TE M™ 上 的 限制 ,更 确切 地 说 ,选择 tC) 中 的 局 部 cr 
LYE IE ERA 61st pent 使 得 癌 量 ee rem, 是 切 于 M™ 的 . GOR k 
= Dto Q e Q ener B O° BATE M" 的 第 2 基本 形式 , 则 


ial 
hy = SO he & ay OO em+1 
411i 三 1 


i Ay | 一 >> hij 
且 它 们 与 规范 正 交 基 fig tt 9 人 mm 十 1 的 选取 无 关 . 
ml 14 和 15 可 参阅 LXN 1]. 
14. 设 型 为 有 m 十 1 维 球面 5S"1! 一 801) 的 紧 致 极 小 超 有 曲面 . 
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Mia’ = Cad 二 ) ~ ‘Cf 一 二 ky Ay Clifford HE 曲 Hl- F: = 


ant . 
araya 为 有 AE PA AL ERAT ARR. 


如 果 Spec( M) = Spec( Mins AL 


| | Rie || :x FS [mim — 1} (Cm — 3) ++ 
4 (m = Ne 
或 者 
f KHa < Emm = 3) — Oy, 


之 一 成 立时 ,时 与 Min 整体 0™ SERB EP || Ric |] SK | at 
Fl] Ricci 曲率 张 量 和 Riemann-Christoffel 曲率 张 量 关 于 Riemann 
度量 的 模 . 

15. 设 M Am + 1 SERRE Set) 一 8"11(1) 的 紧 致 极 小 超 曲 面 ， 
MH 在 每 一 点 的 第 2 基本 形式 的 矩阵 通过 选取 适当 的 规范 正 交 基 
可 和 化 为 


fo k - 
u= m mk? t = k + lsem. 


则 Ss"+! 中 的 Clifford 极 小 超 曲面 Manes 在 每 一 点 的 第 2 基本 形式 
的 矩阵 通过 选取 适当 的 规范 正 效 基 可 写 为 
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Pa 


再 设 
G Af —R" 
Aa 
lp) = | : | 
An 9 
显然 ， ax 连续 ,而 
Ad 
p= iler 


为 常 向 量 . 如 果 Spec (M) = Spec(Min-v+H lla— A 充分 小 , 则 
M 45 Min, 整体 OC” 等 中 . 
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第 5 章 曲率 与 拓扑 


在 C” Riemann 流 形 上 加 了 适当 的 几何 (曲率 .完备 和 直径 等 ) 
和 拓扑 5 紧 致 . 单 连通 和 同 胚 等 ) 的 双 件 ,就 可 能 得 出 拓扑 性 质 5 同 
胚 . 微 分 同上 是 .同调 群 . 同 论 群 等 ) 的 一 些 信 息 ,如 第 3 章 3.3 中 的 
Bonnet - Myers 定理 (定理 11 } 和 第 2 章 2.3 中 的 定理 5 和 6. 

这 一 音 叙 述 了 下 面 几 个 重要 定理 . 

J. L. Synge EE: R ALE Riemann 截 曲率 的 连通 索 致 .偶数 维 
的 C7 Riemann 流 形 ,如 果 形 可 定向 , 则 它 必 单 连通 , 即 mM = 
(1); 如果 WM 不 可 定向 , 则 M4 的 基本 群 CM) = Ze. 

与 此 相关 的 定理 是 : 2n 十 1 ER RAI Riemann W AH 
C= Riemann EJE 43 By 3E jaj A. 

Cartan - Hadamard 定理 ; m B JEE Riemann # H Ep c~ 
单 连通 完备 Riemann 流 形 ,其 指数 映射 exp.;7T.M — M J Co far e 
Ae. 因而 ,MC™ War MT R". 

as ALG OAD EE HEE AP ce ERRER E maz, 
存在 唯一 (只 差 一 个 等 距 变 换 ) 的 党 Riemann 截 曲 率 ¢ 的 mm 维 空间 
形式 . 

比较 定理 是 流 形 上 的 分 析 的 基本 工具 之 一 ,其 本 质 是 通过 对 
Jacobi 场 与 流 形 曲 率 的 联系 ,以 及 流 形 曲率 的 性 质 进 行 分 析 而 获 
得 关于 流 形 的 更 一 般 的 性 质 . 其 模式 为 ,从 模型 空间 出 发 ,将 所 论 
流 形 与 模型 空间 作 定 性 或 定量 的 比较 ,力求 得 到 结论 . 这 一 章 最 后 
主要 论述 了 Rauch 比较 定理 ,并 应 用 它 证 明了 著名 的 

FR Fh PR eT. SR m AEC 紧 臻 单 连 道 Riemann 流 形 (M,g) 
的 切 空间 中 的 平面 已 的 Riemann AR RCP) 满足 


SAR 


0< LRS, 


则 Af |e] ARF m HE BB GP BRTAT S™ C1). 
此 外 ;还 介绍 了 球面 定理 的 各 种 推广 . 


5.1 AETH Synge 定理 


it --PP RING MARSA ARR S EL Eee 
fa BL, BE SAT} HRA Re 5} LA IE Riemann $ H 3 
的 条 件 来 证 明 Synge 定理 . 

定义 1 设 好 和 和 存 为 道路 连通 和 局 部 道路 连通 的 拓扑 空间 . 
p: Mo MAES ER tE M, ARERR 
满足 yg-:(U) SE OA EI a PR , 
称 5 为 基本 开 邻 域 ,p AB BRR OR TC) P M 
的 一 个 痢 改 或 粒 霍 空间. 

定义 2 HV PD 为 好 的 覆 要 空间 ,7: (01> WM pë 
接 POO APOD 的 一 条 道路 , 则 y= oy: [0,1] 一 好 为 玫 中 的 一 条 
道路 , 即 图 表 

i 
pA ý 
M 
y = py 
AY Ae Be. 则 称 > 为 的 一 个 提升 (或 升腾 ) ,而 ?为 了 的 投影 . 

引 理 1 设 (Mp) 为 4 Rt € Mm = pz). 则 
对 以 x = yC) 为 初始 点 的 任何 道路 y:[50,1j] 一 M, FEE RILA 
7(0) 一 上 为 初始 点 的 道路 7:[0,1] 一 六 ,使 得 g = y《 即 了 为 y 的 
提升 )， 

证 明 ”如 果 道 路 y RM TAH BOY 表示 


PO) 的 含 = 的 道路 连通 分 支 .因为 p: 了 了 一己 为 则 胚 呐 射 , 所 以 在 
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[中 存在 唯一 的 六 使 得 rO = apr = yp. 

设 (T) YM EATER TEE I Cy 1D) 为 区 间 
0.1 | TP a A > 0 为 [0,1] 的 该 开 履 盖 的 一 个 Lebesgue 
BORA RR ES 二 入 将 区 间 [0,1] 划分 成 团子 区 间 [0, 一 ， 
[oe Jy) 注意 y 映 每 个 子 区 间 到 M 的 基本 开 邻 域 
(Gb 的 基 一 个 中 . 

在 这 些 子 区 间 上 ,从 [0,--] 开始 逐次 地 定义 了 得 到 定义 在 [0， 
1] 上 的 整体 的 六 

的 提 开 了 的 唯一 性 是 下 面 更 一 般 的 引 理 的 结果 . 

引 理 2 Cin) 为 的 覆 下 空间, 为 连通 和 局 部 连通 的 
拓扑 空间 .o,fi:N > MEAG pho = Pf 是 已 给 的 任意 连续 映射 , 则 
集合 {y CN fly) = fit} = ORBAN. 

证 明 A= LYE N|APMI=AM}AGM.e CASH fof, 
?连续 得 


z= pity) = pfi). 

SUA « HRA A AL of A pf: 连续 性 和 六 的 局 部 连通 性 ， 
可 以 得 到 ?的 一 个 连通 开 邻 域 现 使 得 ppmOF 7 CU, pf OW) CU. A 
Af CW) PAW) 是 连通 的 ,所 以 ,它们 各 自 必须 包含 在 p71(0) 的 
一 个 连通 分 支 中 . 由 ¥ 所 A Ww NAE SA PCW) A F.C) 包 
Ate 2 OAO 的 相同 的 连通 分 支 了 中 .从 而 a > 0 ATR BR A 
TA fol) = 三 (六 ,这 就 证 明了 4# 为 N 中 的 闭 集 ， 

由 pfo = pfi 和 ?为 局 部 同 胚 立 即 推出 集合 4 = fy E NIF) 
= Aa 中 的 每 个 点 都 是 内 点 . 即 4 为 w 中 的 开 集 . 

综合 土 述 , 4 为 N 中 既 开 又 闭 的 非 空 于 集 . 由 于 NW 连通, 故 必 
有 4=N. 

BOM AM EAB E M aR yo~ yo RU pe 
ZEN pro ~~ pr. BR AG py ~~ Is TEE AT ho ~~ 11? DR ~ RAM. 
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FP at 5] PEE x FY a 
引 理 3 i p) AMBRE] yoyo [0 1]— M A M pP 
的 道路 ,它们 有 宰 同 的 初始 点 tos BH C0) = pi (0) = to 如果 pro 一 
pr CP ig AI Ted FD» yo ~~ y E yo Ae] BY A. 
证 明 由 条件 pr pr BEE TE EER L01] & [0,1 > 
M, 使 得 
FO) = malt), 
FE) = py), 
F(O,s) = pro) = py. (0) = ptr). 
F(1,8) = pyo(1) = py íl). 
类 似 引 理 1, 应 用 Lebesgue 数 的 论证 方法 和 FF MESE, P L E 
形 [0,11 Xx [0,1] 分 割 ， 
D = h h a e e a = l, 
0 = sp € sy casas = l, 
使 得 FOR AR MBE totg X [sa 相映 入 形 的 基 个 基本 邻 域 
中 必 一 和,1 ji 一 0 
首先 , 困 为 下 将 [0,5] & (0,5, ] Bl pay) 的 -个 基本 开 邻 域 
中 ,所 以 在 此 小 矩形 [0,t] x [0,s1] KEY PF, 使 得 
pF = F, 
FOS = io. s © [0,5, ]. 
然后 ,逐次 在 [ht] X E0] REFER AY Pi = 2 注意 在 
任何 两 个 相 邻 小 矩形 的 公共 部 分 上 定义 是 一 致 的 .因此 , 产 就 定 尽 
在 带 形 [0,1] X [0,s] 上 .接着 在 带 形 [0,1] & [ssz] AEE 
定义 下, 等 等 , 最 终 ,就 定义 了 一 个 区 :[L0,1] x [0.1] > M tE pF 
= FA FS) = rY s E [0,1]. 
由 引 理 2 FFE AY. 类 似 地 ,由 引 理 1 的 唯一 性 ,可 看 到 
ECO0) = yal), F1) = pE, 
FO,s) = zo, Y s E [0,1] 
最 后 ,连续 映射 六 将 连通 集 {]} x (0,1) BRB] A aH F) 
< 39] 


x [0,1)>. AF eC 1} x (0.9) = z EFL} X (0,1) = 
{ti} H 
pe) = pyll) = ppt1), 
XEHE T Æ FË Foy ~ yo H oo 5 AAR AS i. 
引 理 4 设 ( 形 ,p) H MARAE, USER: CMRF 
zz 有 相同 的 基数 ( 势 ), 即 py-!(z) 逢 此 是 一 一 对 应 的 . 
证 明 设 Fot E M 为 任何 两 点 :在 型 中 选择 一 条 道路 yz:[L0， 
1] > MM pCO) = 21, 9CL) = oe MV y € poe) E RF yp 
到 vCRU py = ?使 得 pCO) = yn E pe), ， 则 
Asp Cr) pCa), 
y> pl) = x» 
JR BER AR. BY Ey OTO = pO — 2). 用 类 似 的 方 
ED] GE RR. S k BOA. TR bp Ca) 
—> poi Cr). AEEA T p Gn) Al pe) 是 一 一 对 应 的 ,从 而 它们 
有 相同 的 基数 ( 势 ). 
EMS Era) E 用 的 共同 基数 ( 热 ) KARES a 
i.p HES. 
定义 4 MOAR ath Se REA CoM, tE 
(TANER vy: (0,1) > My pCO) = pl) 二 zol 以 xo 为 初始 点 和 和 终点) 
HEET M 中 的 常 值 道路 zo, 即 存在 连续 映射 R:[0,1] x [0,1] 
— M, 使 得 
FG,0) = pt), 
pren =i, Y teE(l0.1], 
F(0,5) = zo = FCE), YsE [0,1]. 
则 称 好 为 单 连通 的 拓扑 空间 . 
35| 理 5 (1) M 是 单 连通 拓扑 空间 写 
(2) 对 Y zE MAY €:[0,1]~ ME(0) = 401) = 2, MARE 
同化 于 M 中 的 常 值 道路 r 
(3) 对 Y zy E MAE ER r By HR v H v1 BA yo~ 
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vi» RY FE Ase SORT G L01] x [0, 1 一 时, 使 得 
GLED) = pole) 
GD = yE, Y te [0,1], 
GCO,s) = r, 
GO, =y, Y s € [0,1]. 

证 明 CIS (2) SA EN AV rE Mik y AEE rofar 
的 一 条 道路 ,a, 如 是 以 mm AER RAR. 显然 ， 

am feo = pay ~ 6 = ypBy, 
即 等 价 类 有 关系 ， 
[a] = [8 后 [oo 一 [7 ‘Ay. 
因此 ,定义 对 应 
f: a, (M or TM 2) e 
[a fle} = [p'er] 
g: CM yx) nM yE) 
[EJ gtd) = Cré]. 
于 是 ， 
g° fia)) = gire D = Lyy ‘eyy '] = Lej, 
f° gt) = fF(Lvéy' ]) = Ly yty y] = LEl. 
从 而 ,了 和 ?都 是 一 一 对 应 (实际 三 ,了 为 以 zi 为 基点 的 基本 和 群 
m(M sao Ms HEMMER (Me) ZA. Ig 为 其 同 
Fa wD. 

因此 , M 为 单 连通 拓扑 空间 Se CM ,x0) 仅 洛 一 个 元 素 ( 个 
SPOS MV rE M, miM) LSPS OMY rE NN 
HY £:[0.1] M, EO = Ea) 一 z, 必 有 * 同 伦 于 好 中 的 常 值 道 
路 r. 

(D> (DAV rsy €E M MARTE t Sl y AES yo A yis yoyr ' 
HDA r AE AY A. C2) y E M PIR (OF i E A r 即 
FEER 

F.[0,1]) x [0,1] — M 
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满足 
F(t,0) = povr Ct) 
F, D =z, Y te f0,i], 
F(0,s) =z = Fs), WY s€ [0.1] 


rZ ,0) —y. 
于 是 ,由 


FC,S) E [0.515 
G, = | ] 
Bey 280 — H) tE [>t 


SE BATES yo ~ voor, ~ Gr Da FEE GCs, 1) ~ cayi o yis BELA yo ~ 
vis HP c AAA 2: IE? = 0,1. 

(3) (1) ”由 常 值 道路 o ERRER, (3) 推 出 (1). 

定义 5 1 VD AM EAB. 凡是 单 连通 的 ， 
RRM) 为 LAA SA. 

定 兴 6 2M AGE. 如 果 对 Y eM, Bec HAR 
UPR Ub AR AAA y EM PROT ER =. 
WPM 为 半 局 部 单 连 通 空 间 . 

显然 , 单 连通 空间 必 为 半 局 部 单 连通 空间 . 但 反之 不 真 , 例如 
S 是 半 局 部 单 连通 的 ,但 非 单 连 通 . 特别 地 ,每 个 流 形 都 是 半 局 部 
单 连 通 的 . 这 是 因为 在 流 形 的 每 一 点 处 必 有 同 且 于 R* 中 开 单 位 球 
体 的 开 邻 域 5, 而 5 中 任何 以 x 为 基点 的 闭 道路 在 5 因而 在 履 ) 中 
必 同 伦 于 常 值 道路 x, 

EA? RVD AY PEM EAT RES. 如 果 
存在 连续 映射 和 :将 一 上 1 ,使 图 表 

i o> m 
p N K # 
M 
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可 交换 , 即 p ok = p WP A AAR Ca A) BRA ER k Ale) AR 
称 hy WU TG) He at ee he a eK CAT, 
与 CM' ,yp') FEARS. PEC) 一 CE) BWR :也 是 一 
PRES, A ~ AW PSR. 

在 给 MBER RNR YM LAR SAME 
TENE —¥E cE FE. 

引 理 6 mM 是 道路 连通 和 局 部 道路 连通 空间 . 则 

CG) 若 必 有 万 有 办 从 空间 , 则 该 履 合 空间 在 不 区 分 等 价 的 前 
提 下 是 唯一 确定 的 ; 

C2) 若 M 是 半 局 部 单 连 通 的 , 则 M 必 有 一 个 万 有 和 覆 释 空间. 

让 明 ”参阅 [Nu], pl101, Corollary 14. 5. 

引 理 7 UMD EM LYN ARB ZE. E€ MM ,p(x 一 了 
E€ Mi= 1,2. WAP EME HRAT h M — OM EIRG) = ara 


证 明 《唯一 性 ) 由 引 理 2 立即 可 得 . 我 们 直接 证 明 如 下 . 

iA: MoM ABBE ORBEA = a MV y E MRAM 
道路 连通 ,所 以 可 选择 一 条 道路 p: C01] 一 MER (= 910) 和 
y(= pY). E M A OM PASARE po pH he på p 为 道路 
z p AEF. CMAN me, BAGO = h o gpa). 所 以 站 是 唯一 
的 . 

《存在 性 ) 根 据 唯 一 性 的 证 明 ,我 们 来 定义 所 需 的 覆 登 变换 六 
任 取 y EE M ÉK p:[0,1]— M, A p(0) = Tipli) = y. 出 F 
-p M PE pep = pa) 二 + 为 初始 点 的 一 条 道路 ,应 用 引 理 
1 得 到 道路 :[0,1] 一 MBO) =n prod pep 定义 

ky) = pil), 
eI oA BSE MPM ey Bll y PSR of :是 以 二 为 基点 的 
M BAY AE hT OM Se A of! FE. 
由 此 得 到 pla) = pladp( fp) E M PLL r = pla) = plas) 为 基 
点 的 闭 道路 , 它 在 M Pale PR e 因此 , 易 证 pled pt2B2) 
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在 及 中 以 zx 为 初始 点 的 提升 也 是 一 条 以 7: 为 基点 的 闭 道 路 .十 
Boo 和 p08) 在 并 中 的 提升 共有 入 同 的 初始 点 mm 和 相同 的 终 
点 . 所 以 有 O99) 与 闻 中 连接 x 到 3 的 道路 的 选取 无 关 , 邮 的 定义 是 
确切 的 . 

RHE } BIZ BA HW. C MLW HID BIE IAR, ER 
PRY) = BGP) PSE AS FPSB Cp) FS WCW AM Pp) 
的 包含 ;Co PEREAS. A pp ESE MBE BE AY 
FMRE y IIE (BS pV) CU. 容易 证 明 , 对 站 = 
多 下 ,由 PE 已 在 并 中 取 连 接 ? 与 的 道路 7CF 上 , 则 中) 二 
U. 于 是 在 M 中 以 RGO 为 初始 点 的 提升 六 所 六 ,从 而 六 的 终点 在 
W, BP kD CW, CW, ped eH. 

AAEM ERA po hk p Alte & FR] ASR. 

AS (0) BY 45 Ba Se] A PO fC) = 2. AGE A 
APE RV eC Moz = hp) OR Re) = 7, WS Hh RS 
A fe ae.) = FG.) = 2, = dala) 利 引 理 2 WRB Fo hk = Ide, 
HRA k. f= ldz ht f = i 这 就 证 明了 上 是 覆 玖 变换 . 

i M A mHC HE: MoM RRRS p 为 满 映 
射 ), CM. 为 要 着 空间 , U dato") 为 4H 上 的 正规 (法 ) 凸 坐标 
BU Ap OU) WIERD S.A pO AIRE yl) 
= {r epy" o p) AT ER BRR. 容易 直接 验证 形成 为 一 个 
ee WE p A c~ fal Wh. 因此 ,如 果 (CM 4g) 为 C7 Riemann 流 形 ， 
ME) CM g) = CM p* g) E% C” Riemann HJE , TE p: M — M RA- 
个 局 部 C™ E. 

引 理 8 如 困 (MM,g) SEM) = M ptg) 也 完备 . 

证 明 ”( 反 证 } 假 设 Cg) = (用,p*g) 不 完备 , 则 存在 一 条 正 
规 ( 弧 长 为 参数 的 》 UR y: (089 一 天, 使 得 8 之 十 oo, 且 [09, 站 为 
测 地 线 的 最 大 定义 域 .由 于 ?为 局 部 C™ 等 距 ( 注 意 z# 将 局 部 最 短线 
恋 为 局 部 最 短线 ) , 故 pO:[0, 让 一 时 为 如 中 的 一 条 测 地 线 , 因为 
(Mg FESR MO) AEM IE) = 2 eM. RUA 
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z 的 正规 同 坐 标 邻 域 , 旦 a <b, E1 pa) CU. NRE Are) 
的 包含 yo) 的 连通 分 支 , 则 等 距 po 一 0; 将 测 地 线 ( 它 的 定义 域 
Et > ERAF, 中 的 相应 的 测 地 线 ? 也 可 延 拓 到 ”之 外 ,这 与 10， 
D ERAT- 

推论 1 E3 GP WE M A ECR OE M K 
WE — RRDA BC? NARR M. 

进一步 ,如 果 (Mg) A C” Riemann FEE. MY Cg) = (M ppg) 
为 由 了 诱导 的 C” Riemann 流 形 , 且 (M,g) 和 (并 ,9) 是 局 部 0” 等 距 
AY. EAR BE Y r E Mp a) = (arenes tee} ORF MC" PRA FI 
Euclid 空间 为 C™ 正则 子 流 形 , 根 据 覆 辣 空 间 的 定义 并 用 反 证 法 知 
p(x) 为 于 名 可 数 集 ) ,得 存在 唯一 的 0” 覆 用 变换 2, 开 一 肛 为 C0” 
SRE, H Ra.) = tr 

证 明 根据 引 理 6, 必 存在 唯一 的 万 有 闭合 空间 OM. SIE 
7 Pk MS BEC’ 的 .由 于 ?为 局 部 Cr SRR pek 
= pK Ath Wh C” SIR. MAA AA CH Rk BB 
个 整体 C” 等 距 . 

应 用 两 个 最 重要 的 覆 芋 空间 (万 有 和 履 伙 空间 和 定向 2 BRS 
Wi > ,我 们 来 证 明 Synge 定理 . 

定理 1(J. L. Synge) i (Mp = (M,《,)) 为 具有 下 Riemann 
截 曲 率 的 连通 紧 致 ,偶数 维 的 C” Riemann 流 形 . 

(1) 如 果 了 可 定向 , 则 它 必 单 连 通 , 即 Ca = (1); 

(2) MRM RAEM M REER CM) = Z, CRE 2 整数 
BE). 

证 明 (DASH 6. i UM AMAA RBS. p: M -+M 
AREH. WU, ree a" 为 M PAREGA) 坐标 系 ,x'， 
ee) 为 相应 的 正规 法) 坐标. IE A pU 的 一 个 连通 分 支 ， 
使 得 pg:5. 一 0 为 同 胚 ,而 f 外) oy = c e p A C ERE Er R g. 
易 见 ,并 为 一 个 C* 流 形 .8p; 首 一 用 为 0" 满 映射 ,是 为 局 部 C” 微 分 
Pal. eh, Cg) = spp 为 由 ?诱导 的 Cr Riemann 流 形 ,而 8 

397 


为 局 部 C” 等 距 . EA MRR) FS A AE S| B87, 
D 是 完备 的 (注意 ,即使 MAM, PCH eee M 未 必 是 
Be Aa M = S: x S',M = R). 

因为 yp 是 局 部 等 距 的 , 战 对 M PA A a SE IS OE, 
在 六 中 存在 着 唯一 的 道路 ,使 得 2 在 p :(x) 的 一 个 特定 的 点 名 出 
发 , 且 p) = ERI EA ECHL a 为 初始 点 的 提升 . 

( 反 证 ?假设 MRL AGE YB es O A {1}. BOL pio mM 
AA PEP PL BRS lp (2) SPS AR PAA SCE. 设 
?if0, 一 是 以 x 为 基点 的 不 同 伦 于 零 的 分 段 0~ 闭 道 路 , 它 等 
从 于 p00) = pl) 二 x; 且 它 的 以 zi 为 初始 虚 的 提升 jy 是 以 pa) 
= {nz} PREF i 的 点 为 终点 的 ， 

& d= infest) ,其 中 6 为 由 9 诱导 的 距离 函数 , 根据 引 理 ?， 
FERRA ih A.M — MASI, BAG) = ie 于是， 

| Pot) = PADR) = plat) 

= inf A(z.) == inf pleta), 

H AA TAEA, Er C M HER DHERA U, RR 
pO) HA 2 AE XO SUR HENE = Ni 
js BUA A = info Ge, sa.) > O, HE FF EE (e lk 2) FP oe, 
使 得 jim pin) 一 4 及 {w|i CN} 为 有 界 集 ,再 由 及 的 完备 性 和 
exp 将 紧 致 集 瞎 成 紧 致 集 知 ,存在 1 € OM, IB (a |i EN} 有 一 个 
子 序列 收 伍 于 3, 为 方便 起 见 , 仍 用 {%} 记 此 子 序列 .由 ?的 连续 性 
Mla © ple). FREER jz = 2; AK oe) 是 离散 的 ,所 
DATE BRON i> NYA a = 2, AG pGi.2z,) = lim pty, 
z) = A TR y AES r Bl ce; HRB yy = p(y) 是 一 条 
VA r HEARE AS a py AR Hy Pe BS BO 
是 从 z 出 发 的 以 z HA A E BE 5 BS M a CH : y TE r Ak a BE 
A RA”. yO AY CID). 

对 每 一 点 xz 后 MBDA RAR vy ERR CTS, HE 
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所 有 以 x 为 基点 的 不 同 伦 于 零 的 闭 道 路 中 具有 最 短 长 度 . 我 们 定 
RI 
f: M—>R, flr) = Lp). 
因为 
FD — G = |LG.) — LOD | & elay) 

CoA o Shee) PTAS APES. 于 是 ,f 在 紧 致 拓 
FER 村 上 的 某 点 zo © 好 达到 绝对 要 小 . 这 证 明志 为 对 上 的 所 
有 不 同 伦 于 零 的 分 段 Cr 闭 道 路 中 的 具有 绝对 最 短 长 度 的 道路 . 

因为 y = 上 必须 局 部 长 度 极 小 ,再 应 用 第 3 童 3.3 定 理 3 知 ， 
y 是 一 条 正规 的 测 地 线 , 且 0) = C1) C0) = 1) By 2 A 
地 线 . h T MM EY SE LAS ET PT M — T M 作为 线性 变 
ERITH AND LBP s = yO) = YY) 因此 ,的 特征 值 为 


和 1 一 1 1 
S$ 


BAA RW) 的 复数 . 因为 P 为 正 交 变换 , 旦 dimw 为 偶 
数 , 所 以 十 [为 偶数 ,再 由 detP = 1 推出 ! 和 # 都 是 偶数 . 义 因 为 
y AFR PAM BR PO (09) = x C1) = (0). Be > 0, 从 而 
[> 2. 因此; 必 存 在 一 个 单位 向 量 e 毛 T, M. #79 P(e) =e, Ae | 
y (0). iR X AN vy AP TR XC) = e, Fe RP A 
AR fa] Bt. PLA XA) = e 现 设 {%%) 为 一 个 单 参数 闭 道 路 族 , 使 得 y 
= y, MAEM RRM BBE OAM, Rp) = 
exp, (aX())). 由 第 3 章 3, 3 定理 5 的 单 参 数 曲 线 族 的 弧 长 的 第 二 
ARS ASE XL = XC XC =e | YO) UX HX HO sg 
y 线性 无 关 以 及 正 Riemann 截 曲 率 的 假设 ,有 


1 
L") = K l X |E — RCX POr AXAN Gade 


一 一 [aray »X> dt <= 0. 


于 是 ,对 充分 小 的 4 Æ 0,x 是 一 条 同 伦 于 y 的 闭 道路 ,上 且 比 > 有 严 
格 短 的 长 度 . 即 
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Lin) = LOD + E (Ou + E aa + oC?) 


sO KO) +o ) 


= LD) +2 ] < ECO), 


这 就 产生 了 了 矛盾 .所 以 形 wane, 

(2) 根据 第 4 章 4. 3, 不 可 定向 的 连通 紧 致 C" Riemann 流 形 
CM,9) HEA 2 BREE Mo) 是 一 个 0” 连 道 紧 致 定向 流 形 ， 
Wa (Myx = atg) 为 与 (89) 局 部 Cr 等 距 的 Riemann 流 形 , 由 于 
(M.q) 具有 正 Riemann aH. Mi C=) th AA E Riemann & HH 
率 .根据 (1) 的 结果 , 闻 是 单 连通 的 . | 

最 后 ,我 们 证 明 CM) Zo. BOER CM, ARMs WEE 
的 闭 道路 y, 它 在 M PREF yi te = yO), = Cl). 如 果 
7(0) = PO), W y A Py SR. 由 上 证 得 在 是 单 连 通 的 ,7 E 
伦 于 yoo HEP mt = pol OAT 2) RET eGo) = r BOR pCO) 
Æ D, HAF A BE A 5, M PILATO 为 始点 .YC1) A 
SAGER eR Sire AMEN! 上 的 投影 也 是 彼此 同 
伦 等 价 的 以 x 为 基点 的 财 道 路 AAA e AER AE e ST- 
这 证 明了 mM) = Za 

定理 2 ik (Mig) H2e+ 1 RATE Riemann # H Æ H 
c™ Riemann 流 形 , 则 计 可 定向 . 

证 明 设 ( 形 ,= 为 到 的 定向 2 层 覆 敬 流 形 , 其 中 :好 一 好 为 
ERS. ER zE Mya) = {rry CEP s i oe Wo Sh 
RAE) i Le) H a Ae RF Mg) 一 (及 ,zx*g) 的 距离 ， 
显然 LM 一 ,x 一 LO) HERE. OM RM Lem © MA 
达到 最 小 值 Llr) >> 0. 

根据 第 3 章 3.1 推论 1, M RRM Oe BAP 
引 理 8,( 邮 ,x*g) 也 完备 ,从 而 有 最 短 测 地 线 > 连 接 e 中 两 个 
Roy 一 xD) 为 以 和 为 基点 的 分 段 C 团 测 地 线 ( 注 意 7# 为 局 部 0” 
等 忠 , 它 将 测 地 线 变 为 测 地 线 )， 
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《 反 证 ?假设 MONE AREER RK. PE 80 页 ,定理 
6(3)], 存 在 闭 道 路 y, 沿 7 平行 移动 一 圈 得 正 变 变换 Pa Te M 一 
T, 1 ,其 变换 行列 式 为 一 1,P。 之 特征 值 排列 为 


AsAT Ags Aggy 一 late, — Lalo] 
TT 


因此 ,% 为 奇数 ,i = 24 十 1 一 2; 一 为 偶数 .于 是 ,存在 向 量 e 上 
yw(0) ,P(e) =e. 余下 的 与 定理 1(Synge 定理 ) 完全 相同 的 论证 推 
出 矛盾 .所 以 好 是 可 定 同 的 . 


5.2 等 距 变 换 和 空间 形式 


在 5.1 和 第 2 章 2.1 中 ,我 们 已 经 提 到 等 碍 变换 . 这 一 节 , 我 
们 将 详细 研究 它 . 

定义 1】 设 (i,g) AARE i= 1,2. 我 们 称 保持 内 积 的 线 
性 同 攀 ( 正 交 变 换 )f:F >, 为 等 距 变 换 , 即 对 YX, CN. 有 

gafi) FY) = (KY), 

TIR, SRR ef RR RARER. 

if (M..9) B m #E C" Riemann YF i = 1,2. SOR Co BRAN f: 
NM 一 MoE r My df (2): TM + Tra Ma NES, MP F 
为 局 部 Cé 等 距 ( 同 兵 ) I. 此 时 ,dim = dimM z, H A E ARGE 
理 知 f 必须 是 局 部 0 a RY. iE p = fg X, Y 二 
ge(df(a) df(Y)) = ftge( X,Y). 容易 看 出 ,局 部 0 SRR aT o 
AB. KEE GR Jey a EX. PX. 

如 果 了 既是 局 部 C” SERI EE jk EC” GASP TAL MUR Sf 
为 《整体 )C” 等 距 ( 同 尺 ) E. 

定理 1 Ch 等 中 变换 fM — M: 保 Levi-Civita 联络 ,保有 曲率 
JE fA {E Riemann-Christofel py 425K E UR Ricci 张 量 以 及 保 Riemann 
RAR. Re 

证 明 i ViR Ay M, ERJ Levi - Civita Kig #1 Riemann 
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- Christofel HARK. XYZ W 为 M, 上 的 0” 切 向 量 场 . 出 
df(LX,¥]) = Ldfcx) df) J, 
2920 V hood fY) ,dfCZ)> 
= df LX g2(dfC¥) ,df(Z)) + df(¥ g2(df(Z) .df(X)) 
— df (ZI dF CX) d f(X), >) — gaf) ,LAdF X) .df(Z) D 
— g2(df(X),(dfCP) ,df(Z)]) — g2(df(Z) EAF df CX) 
= dfC0)ge(df CY) ,df(Z)) + df g.(df(Z) ,dfC(X)) 
一 df(Z)glaf(X) .dFV)) — pdf) ,df(LX.Z])) 
一 galdf (CX) df(LY,Z)) — grtdf (2) daf Y, XO 
= [Xp (Y, Z) + ¥oi(Z,X) — Zp (X,Y) — gl¥, [X21) 
一 pX [Y ZD 一 gp [Y XD} °F 
= 29.0 V iF, Z) e f! 
= 2g (df V EY) ,df(Z)), 
由 df(2) AM, 上 的 任意 Co p ty. BRL 
Vird f) = df VF), 
B} f 4 Levi-Civita 联络 . 
R (dFCX) df (VY) df (Z) 
V don VW derydf (Z) — Vir V acd f(Z) 
一 V farexy aren f(Z) 
= Vi Varndf(Z) 一 Vin Vanadf(Z) — Vinx f(2) 
= df iV — ViVi — Vier) 
= df(R'(X,Y)2Z), 
Bll f fe ER RK. 
于 是 ,由 


R? (aO 六 df) 一 


pR CAFC) AFF) AF) dfCX) 
afcX) A dfc) TT? 


_ geld fCRICX, POY) fC) 
dfx) A af) ||? 
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g CR X,Y, X) 


PT 


XAY? 
4 f #2 Riemann 4% HH -#. 

其 他 结论 是 明显 的 . 

引 理 1 {4 p:M — MH mi e” YESH Riemann 流 形 间 的 局 部 
C™ 等 距 了 映射, 时 是 完备 的 , 则 ? 为 满 映 射 . 进一步 , 它 是 覆 辣 投影 ， 
H 好 也 是 完备 的 . 

证 明 上 先 证 了 是 满 喘 射 . 由 于 z 为 局 部 Co SER ep CD 
为 好 中 的 开 集 . HTH. Mey Er E M PHBA. 
存在 > 所 站 使 得 zz) 与 了 之 间 有 -- 条 测 地 线 相 连接 - BY SH 
性 知 , 这 条 测 地 线 在 形 中 可 提升 为 从 z 出 发 的 测 地 线 , 它 的 终点 在 
p 下 的 象 是 z 从 而 y E pO pD EM PRAE. A M 连通 ， 
所 以 aC) = MBI p AER SI. 

再 证 p Ae HE ae. 显然 ,局 部 C” SER pM — 4 将 最 短 
线 映 为 最 短线 , 测 地 线 映 为 测 地 线 . 因此, 如果 ptx) = 2, 则 图 表 

Ti — T.M 
exp: 站 + exp, 


= AUX AY). 


M —— Mf 
是 可 交换 的 , 即 p> exp: = exp, e (dp) (如 果 AM 不 假定 是 完备 的 ， 
Ts TM 分 别 可 用 其 开 子 集 4,4 代 替 , 使 得 expsyexp. 分 别 在 A, 
AAEM, A dpt) = A). 

现 选 6 充 分 小 ,使 得 exp;:B(6) — B, 2 Ce 微分 同 有 是 ,其 中 有 6) 


= {ve TM |e || <á} B= fy E Mp. <d). HF oA 
C” 微分 间 胚 , 故 p 1G) A BU Be eG) = {a}. Sep i, 
the 4 

F 


BD = {e E TM| Ell <4}, 
EJER CSO pCR) = U By; 
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事实 上 ,由 ?为 局 部 2 等 距 映 射 , 它 使 距离 不 变 大 : 故 山 BC 
po (Ba). BS EZ © pr-!CB)， 则 在 品 中 有 唯一 的 一 条 最 短 测 地 线 
é [0,1] -> Bs 使 得 E200) = p(2) ,E(t1) = zx. 因 为 p 为 局 部 0” SER 
射 ,所 以 存在 一 条 测 地 线 2;[0,1] 一 MRR CC) = 2 AB 

ee) = ED) tE [0,1], 

即 才 为 以 z 为 初始 点 的 5 的 提升 .于 是 ,p502)) = 60) = 2,60) € 
P x) ,E01) = 2CEP AD. 显然 ,PE = LO) 之 #5. 这 就 证 明了 2 二 
500) E Bap (Bs) CU B FFE PCB) =U Be 

(2 对 任意 isp: By > Ba Je C7 fe o> fel AE 

由 天 的 完备 性 ,得 交换 图 表 : 

Bo) — B06) 
expz f f exp 


a. P 
By ~— Be 


HH exps 为 满 映 射 . 此 外 ,从 dy |5cwsexp;: 为 Cr fash fal BG BT 78 
F ° exp; = exp, * dp 
也 是 c” PR TAB Be exp: Ce SA, Mili exp: 9 C7 RSP AAR. A 
此 
p = exp: ° dp o (exp) ' 
也 是 C™ fio} ie AE. 
(290 BT B= Ox j. 
(Rib REA BD Aj 26 hN Bi. C2). ER, 
Bs 中 分 别 有 唯 一 的 正规 ( 弧 长 参数 化 的 ) 测 地 线 ZZ, 连接 三 到 去， 
x; & $A Bs RE — BY TE SU He REE (2) Be. Fp. Be BH 
p; Di — B, Ay PBR, ATL 
pg) = € = pS). 
M p: M— MAARE AB tE MBSA CHK MEF. E, 
5; 都 是 过 # MA ETOLA G = SPB, = SC) = 
E) = r,i = j ki HOB. 
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SEB C1 (299.0389, p 为 Co RRR. 
最 后 ,从 pe exp: = exp, ° (dp), M 完备 (exps 在 TM LRA 
义 ) ,7 为 局 部 0™ SRB dp 为 线性 同 构 ) 和 p AR BY 4G exp. 在 
TM 上 都 有 定义 ,从 而 NM 是 测 地 完备 和 完备 的 .或 者 由 村 的 完 
性 和 2 为 闭合 投影 推 得 WW 中 任何 Cauehy 点 刻 必 收 仇 ,因而 天 是 完 
备 的 ， 
引 理 2 设 交 和 于 分 别 为 连通 和 单 连 通 的 Cr Riemann 流 形 ， 
pM — MARC” ERARE Wp 为 整体 0™ See eR. 
证 明 HAE p HARE. (RED 假设 r RW. Pe AB 
BRS 4A ARR AM ? 不 为 单 射 , 即 存在 x © 村 ,pg "(x) 为 
ERP RMS UE tae € p'a), A to AA MIS 
价 于 道路 连通 , 故 在 M PI EER OM UR y HE ey A 
MM 中 以 zx 为 基点 的 闭 道路 . MBE A ER 
F.[0,1] X [0,1]-— m, 
使 得 
F(¢,0) = pe yp), 
F(t,l) =z, #€ [0,1], 
F(0,s) = x = F(1,s),8 € [0,1]. 
( 即 闭 道路 po 7 在 型 中 可 缩 为 一 点 )- RPE MERAY P.O, 
1] x (0,1) M, AP ASR. Ape P= FER sE [0,1j， 


FCO) 一 为 ， FCl,s) = 2. 
特别 地 , FCLO,1] X (1) E, H pe FCLO,3] x (1}) = FCO, 1] 
x (1})) = 2, F((0,1] X 1) Cp), FOO. X {1)) =a. F 
是 
x, = FC1,1) = fa, 

F JA. 

引 理 3 if M. A C 56% Riemann 流 形 ,后 M exp: T.M 
> M ERYR Mj exp ABR. 
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证 明 AA exp. PM 一 M RERA GT exp Ab ADAP Fe C L 
第 3 章 3.2 定 理 2), 所 以 exp. 为 局 部 C AAR CULL ¢R 12-80 T, se FE 
3). ATH T-M expt 为 C Riemann 流 形 ， 

先 证 《TM ,expz 9g) 是 完备 的 , 为 此 ,考虑 了 .于 中 的 射线 y:[0， 
+ 09] — TM ,使 得 对 人 WE LO 十 220)， 

pci) = te, 
Fe» © T.M 为 单位 重量. H exp Hae XE exp. FE TM 中 的 射线 映 
为 MM 中 自 z 出 发 的 测 地 线 . 据 expe g 的 定义 ,Ti 中 的 射线 就 是 
(T-M ,expx g) 的 测 地 线 exp g 是 测 地 完备 的 . 再 应 用 Hopi — Rinow 
定理 (2) (第 3 介 3.1 定理 站 ,就 得 exp*g ESCH. Fae, 
exp; CT expr vy) + (Mg) 
为 局 部 0* SERB AS BLY. 根据 引 理 1， 
expr: T.M — M 

为 0” RERE- 

引 理 4 设 CM,9) 为 m 维 C0* 单 连通 完备 Riemann 流 形 , 电 在 
W r E M,exp.:T.M — M AFSL W) exp. 为 0” Mar E AR. 

证 明 HA (Mg) Je C™ Ef Riemann HJE exp: T.M — M T 
Stag AS. 据 引 理 3,exp; 为 0” MRA. 

再 由 型 的 单 连通 性 和 引 理 2,exp, 为 Ce War EE. 

注意 , RH AD 2 AERTS” x R EHAR AB exp. JERE, 
这 是 因为 8' x R 不 是 单 连通 的 . 

定理 2 《Cartan - Hadamard) 设 (Mog) Am 4 BOG FEE 
Riemann $ H ii ca 单 连通 完备 Riemann Hie. Wt Vc CM, 
exp: TM 一 1 为 cr 微分 同 胚 (此 时 ,4C” $4? ARF R"). 

证 明 根据 第 3 章 3.2 定理 7, exp TM 一 M FUSES A, Be 
由 引 理 4,exp; 为 0™ 微分 同 且 . 

引 理 5 i CM,9) H m HE C” Riemann 流 形 ,a > 0 为 常数 . 则 
H X A YTO. agp) 的 Riemann 截 曲 率 为 
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ROX AY) = RX AY) = RK AY). 
证 明 根据 第 1 童 1.3 关于 联络 系数 的 公式 
«LN Me Me Me, 
M= 259 C30 Be 7 Be 


z= 1 


企 洒 的 同 -一 个 局 部 坐标 条 中 ,关于 CH ag) 和 (CM,g) RK BBE 
相同 的 ,从 而 它们 诱导 出 相间 的 Levi 一 Civita 联络 iA 
ry PRADY 
ROX A D= ag(X,X)} agl, Y) — [Lagt X, Y) |? 
= RX A D = RCX AS). 


5l 6 Be (M, = (M. 000) Af Riemann & ph c g m 2E 
c™ Riemann HE. rt € Mer © TM, || el = leet Ape Ze TL HH 
正 交 补 空间 ,有 为 M 的 曲率 张 量 , 则 


CW y weet, 
Rn, np = 
D, w = arla E R). 


证 明 HIR 1. 4 EGD 

Row, pjes elir — uwr} 
fer, w E ur, 
lo, w= ov 

517 i MLM Am EC” Riemann WIE MEG fi. fe: Me 
时 为 两 个 局 部 C” 等 距 映 射 ， 使 得 对 某 全 zaE M, fio) = felta) = 
t E M, H dhi) = dfalro): Ti M -= F, M R f = fe E dfn 
表示 af, 在 人 并 上 的 限制 ,i 二 1,2， 

证 明 S A= PE MPG) 二 (0) df) 一 dp) CH. 
HRB to € AA SUN © A, GEE 6 > 0, 使 得 exp:: BCS) 
一 exp (a) CMW Ce fe AR. EB Bs) = {XE TM | X || < 
6}. 由 

太一 exp, ° dfi(Z) ° expr: 
=exp,°edfi(z)-expr'= fo. fD) = 2 = fl), 
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af Y y E exp:BCO),. 
dfity) = df2ty)s 

这 就 证 明了 exp;(B(d)) CA, Bl A M BROS. 

根据 志和 dr 的 连续 性 G= 1 ;2) MAK M PAAR. 再 由 M 
连通 和 4 非 空 就 得 4 M, 从 而 

fi = fe 

定理 3 iM. M APIS m ETHER, EN Riemann 截 曲 率 
Hyon © Myx © My {ist sen} s Lessee sen} PHA Tel, TM 的 规范 
正 交 基 . 则 存在 唯一 的 等 距 变换 :此 ~ 4 使 得 

f(z) = z,0flep =e, t= lem 

证 明 由 引 理 5, 只 须 对 ce 一 一 1,0,1 给 出 证 明 .不 失 一 般 性 ， 
只 须 考 虚 M = H",R" 和 5" 的 情形 . 

HAS Pc 二 一 1 或 9. 由 Cartan 一 Hadamard 3% M expr; T;M — 
M 和 exp TM 一 M FE Co 微分 同 胚 . 令 等 距 变换 

FTM > TM, 
使 得 
Fle) = ey t= 1 ,Mm, 
则 
f:M— M, f= exp, » Fe Cexp;)7! 

为 一 个 0™ ar Fa] AR. 

现在 证 明 f 是 等 距 变换 , 即 对 Vy E MO XC OTM, 有 

laoo l = || XI]. 

由 Cartan — Hadamard 定理 ,存在 TE TiM, W OC TGM, 使 

得 
站 一 exp 和 X = (d exp:)-(W). 
TES TrA STM RAS 
p(t) = exp#(T + uW), 

则 | 
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TO = Sit 
为 y BY A BE RA TE Ry ERTO ARH CO 为 沿 为 的 
Jacobi 4, H 
EC0) = 0,000 = Wd) = X. 
在 型 中 令 
w(t) = expa(F(Y) + uP(W)), 
UO 一 Sy, A n RRE BA a Evo EARR H FEO 为 沿 yo 
的 Jacobi Hy, H. 
eco) = OD) = FCW). 
因为 
fh = exp ° F > Cexps)~'CexptC¥ + aW)) 
= exp, * FCECY + uW) 
= expéCF CY) + FOW) = wl. 
PLL. af) = 0). 从 而 
df(X) = df) = C1). 
沿 测 地 线 ,po 分别 选 取 平 行规 范 正 交 标 集 场 (2.0),…， 
ROIR CONTARE, 使 得 
et0) 一 eal = ee, i= Lym 


记 
i) = FDS O, UO = | Ae (é). 

由 引 理 6， 

RV oD OG) y alt) 

_ wo epe ZD _ volt) 
1z TORO TOT FOTO 

_ spr ot) pn (EW) Hot) ~ Y ult) 
IPO LRT DP PO = TROP PO Tro] 
= ON PD — GOs oy), 


alt) |]? 
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由 于 下行 移动 保持 内 积 ,所 以 
yal potty = oO) CO 一 《了 7)。 
Cyt) BY = C900) ,eC0)) = (Tye). 
由 此 和 eC8 = 0, HEG 满足 Jacobi 方程 ,有 
PMG) + ROO EDI = 0 
CoP Maw + PaO pt eff 


On), yy 
Il vee) li? rot) ° 


SFO + Scr fle || TH 


— dT e (TT, ey} Te 0, 
青 由 DAO = EO AM EPOa 0 (0) = WHFS 满足 2? 
阶 常 微分 方程 组 
入 十 之 六 (tc 一 et) = 0 


天 (0) = 0 

FCO) = (Wed pi = 了 
FEMA Pe = RCP) IY, Pye) = (FCP) FD) = (FID), 6), 
(Weed = (FW) Fe) 一 《POW) ,ey ,以 及 微分 方程 组 解 的 存在 
唯一 性 定理 得 到 

Fi) 一 fD, i= l,m 
因此 
x= |G it = SP = SR 


= HCD |? = fafa) |= Jagex 2, 
| dfexX) i] = | xX}. 
BeH e= TBR On, FM — 为 所 求 的 等 距 变 换 . 
当 c 二 1 时 ,不 妨 设 六 二 = 5", 记 一 x 为 ?的 对 径 点 , 刚 expz 8" 
一 4 一 2} > TS" Zi OM 映射 .于 是 ,应 用 与 c 二 一 1 起 0 时 类 似 的 方 
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法 得 到 了 二 exp. Fe expe t8" — (— 2) > M Ajai c™ SIERRA 
《因为 exp FE F AN Se FB CRUE C 逢 分 同 是 ,所 以 了 也 未 必 是 整体 
SERS). 
FR f SETAE RE POS" E AW Bez © 8" — (2, —2}.j8e= 
F. EA SERR C SR By APRA PA ed 
uF 
T — T.M 


sm — {1— z, — z} Jy M 
EIYE $” — {— z, — 3} E,f = exp -df » exp; E fF df:T:8S"—- T.M 
为 等 虑 变换 ， ia Fal eee 可 Hi 
e df ° expy gu — i— 2h MM 
Ay ea 6° SMA 因此 , 令 
f(— 4) = exp. * df ° exp: !(— 2) 

便 将 fF 延 拓 到 和 整个 8" 于 成 为 CO SPRUE. 由 引 理 1 知 f 了 是 一 个 徐 
BRR. 再 由 af 的 单 连 通 并 应 用 引 理 2, 立即 得 到 了 为 整体 RE. 
此 外 ,从 了 的 定 文 知 dee) =e. 了 即 为 满足 条 件 的 等 路 姿 换 . 

根据 引 理 7. S 又 时 唯 一 的 . 

注 1 RES x R 4 R? aft Riemann RASH O AY 2 AEs 
f Riemann 流 形 ,但 它们 并 不 同 肛 ,当然 更 不 等 中 ,这 是 因为 8S' Xx 
只 不 是 单 连通 的 缘故 . 

定理 (空间 形式 的 存在 唯 EED 对 每 个 cc 全民 太 目 然 
Hom 2 PEE C A- :个 等 距 变 挽 ) 的 常 Riemann BEE e i 
m E 5 (a A xX 

证 明 CF ETE) GFE OS ASS 1 Æ 1. 4 HY 1,2,3,4,5. 

(唯一 性 ) 根 据 定 理 3 ESE OAT. AP Riemann RE e 
m 维 空间 形式 是 叭 一 的 . 

引 理 8 ik (Mig) Am SEC Riemann HE. WARM Y ry € 
MTM SAY RUE TE 28 Æ fe, en) 和 中 的 规范 正 交 基 {e1,*…， 
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ents 必 存 在 等 距 变换 
f:M MM 
使 得 
f(z} = pdf le =e, t= lM, 
则 (M,g) 具有 常 Riemann RAR. 
证 明 XÌY zise: € 好 ,Pi 为 wi 人 处 的 2 维 平面 ,i 一 1.2, {61,62} 
和 {ei,ez} SPB Pi 和 Pi 中 的 规范 正 交 基 . 则 由 题 设 , 必 存在 等 距 
变换 
fı M—>M 
使 得 f(a) S Bafe) = eni = 1,2. 根据 定理 1， 
Ra (ey A 62) = R Cle A e). 
PEL., CM, 为 常 Riemann 4% HER C~ Riemann 流 形 . 
综合 定理 3 和 引 理 8, 我 们 有 
推论 1 设 Ag) X m AEC” Riemann 流 形 . 则 M 为 空间 形式 
(Mog) 是 单 连通 完 备 的 , 且 对 Y zy E MTM 中 的 规范 正 交 基 
{ery seat 和 了 PAY SUE IE SESE (eres ,en}， 必 存在 等 距 变 搁 
f:M > M 
使 得 
f(z) = ydf (e) =e, t= lym. 
定义 2 设 (M,p) A mt C Riemann 流 形 p WH g SB 
BAR. 如 果 对 任意 Popogog € M, plasm) = pln.ge) KA 
PEH fM 一 M, E 
IGD = Ge t= 1,2, 
则 称 M: 是 两 点 齐 性 的 空间 ， 
如 果 对 任意 z',y E M, VASEH f:M > 4 使 得 
f@)=¥y,; 
则 称 CM ,9) 为 齐 性 Riemann 流 形 . 
显然 ,两 点 齐 性 的 空间 必 为 齐 性 Riemann 流 形 . 
推论 2 nm 维 空间 形式 是 两 点 齐 性 的 空间 . 
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证 明 设 pi pad 人 © M plays pe) = pige) = e, 由 于 空间 
形式 并 是 完备 的 , 令 5,7:[0,ajj 一 于 为 正规 ( 弧 长 为 参数 ) 测 地 线 ， 
(8 4G EC = p Ela) = p209(0) = pyle) = ae FET, M AT, M P 
JHE AACR ETE SE ett em} Fil (ers: cen} FEE E O = 2.7 (0) = 
e, K) H 3 FEFEFE fM 一 再 ,使 得 Fip) = gi df le) = 
asi = loom. FRE) = lt). FRR, 

fim = KEG — DeD = WG Dad, t= 1,2. 
因此 , ME DA A TE 4) 25 ET. 


5.3 Rauch 比较 定理 和 
拓扑 球面 定理 


比较 定理 是 流 形 上 的 分 析 的 基本 工具 之 一 ,基本 质 是 通过 对 
Jacobi 场 与 流 形 曲率 的 联系 ,以 及 流 形 曲 率 的 性 质 进行 分 析 而 获 
得 关于 流 形 的 更 一 般 的 性 质 . 另 一 方面 ,从 Jacobi T, CLEM 
分 方程 在 几何 中 应 用 . 

我 们 已 经 看 到 ,在 Cartan-Hadamard 定理 中 ,以 R" 作 模 型 ,用 
“ME M 的 曲率 S 0” 代 替 “R" 的 曲率 = 0” ,这样 的 流 形 C™ 微分 
HIE F R"; 在 Bonnet-Myers 定理 中 ,以 S" (ERA, SIE 好 的 
Ricci 曲率 = m 一 1” {RAE “S" 的 Ricci 曲率 = m — 1”, 和 这 样 的 流 形 
与 时 一样 是 紧 致 的 ,了 且 直 径 dM) < x 这 两 种 情形 ,都 是 从 模型 
空间 出 发 ,将 所 论 流 形 与 模型 空间 作 定 性 的 比较 ,力求 得 到 结论 . 


定量 的 比较 定理 主要 有 Rauch 比较 定理 ,Hesse 比较 定理 和 


Laplace 比较 定理 . 1951 Æ, Rauch 将 1 维 的 Sturm 定理 作 了 不 平 
FAI m SEXES. MTR BLT Rauch 比较 定理 . 该 定理 的 发 现 不 仅 
是 一 个 大 突破 ,而 且 为 以 后 发 现 的 比较 定理 建立 了 证 了 明 模 式 ， 
定理 1CRauch 比较 定理 ) 设 M, 和 ( 形 ,9) BW m 
C™ Riemann HUJE sy: [0,5] ~ M, y: C04] > M HEALE AA 
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数 ) Hh HEA. UE 4} BG yey AY Jacobi O00) = 0,800) = 
0,670) LOLE 0) | pod, |] co) || = ero |. 此外， 
还 有 
(D y(0) HF y HBR; 
(2) RU) > Ra), Y tE [0,0], 其 中 
RG) = min{T a M PA yO 的 平面 的 截面 率 }， 
RG) = max{T;w PREY O 的 平面 的 截面 率 }- 
则 
va | S EW vee o,a]. 
证 明 AUER UC) 是 正常 的 Jacobi 场 .根据 第 3 章 3.2 定 
理 3， 
UD = UH) + At why, 
其 中 iQ) Lyte (0,0. 由 题 设 得 
0 = 060) = U00) + 4y (0) 
Ui{0)=0 
1 一 0， 
再 有 
0 一 0 = Sit), @)) 


GWM. DY = a) — av (OY a) 
Cay >) pp 
Rea R MOCO) | y cO) Bau = 00), YO) = 0, FUG) = 
Ue) Bl E AGE RAY Jacobi 场 . E, th AE Ht Jacobi 场 . 

继续 证 明定 理 的 结论 . 

如 果 Pero) || = | Orc || = 0, UC) = 0,000) = Off 
S 3 3.2 Bi 1,70) = 0,00) = 0 € [0.5]. 因此 ， 

JF | =o= | @ |. 

MR eco) || = co | AHO. Meee > 0, 使 得 

FO) = (UG),00)) > O, 


ll 
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Fa) = (6), 0 ()) > 0, Yee Coe. 
根据 L'Hospital 法 则 得 到 
Fle) F Ce) 
i fle} ae fle) 
Pr Ca) Ce) 
+ CU Ce) UC) 


H 2 一 TO), 


Ee, 


— 0 
= im —— n 
rea’ LELO, TVD, 
— ĝ 
IË? 
| erc) |? 
男 一 方面 ,在 (0,0) 上 ,由 f f> 0 ,对 Y bE (O,e), 令 
| çp 
I@ = lta I Ue), 
J) = | TEA | Ga, ¿E (0.8). 
由 于 面 的 引 理 1 得 
G! yl 
ate (FB) sf (BY) 
~, 7 _ 6B) FC) 
= Cf (8) JCA)? | UCB) | 2 2? 
即 
fi F 
fog oO 
了 “f 
两 边 积 分 可 得 
FQ) F(t) 
Inf |< Inftz) i, In Fa = In Fey’ 
je) SO) 
fee) = Fay’ 


其 中 0 过 :过 1 之 ce， 所 以 


f(t) Fe) __ 
fy = lm Fe) — 1 


BY 了 (ty SF) 2 E Cy). 由 于 在 [0,5] Ef SOM pCO A yE, 
OSES EHAA, A SO > 0,2 € [0.0], PUA SOS 
Ft) BIRT Vee [0.0] 有 

UOI <= | F@ |. 

引 理 1 在 Rauch 比较 定理 的 条 件 下 , 设 yy 分 别 是 沿 ?7 7 的 
IE% Jacobi (BN Fl yd] EJO = 0,700) 一 0, 且 对 
KP PE (0,8). 17M] = FC]. 则 

(FCB) FCB) SIC BY ICP). 
证 明 令 fer a penki}, fer (2) ent)} 分 别 为 沿 y,y 的 
平行 规范 正 交 标 架 场 , 且 使 
JCE) = celp), F(A) 一 alf), 
eal) = y(t, en(t) = pre). 
于 是 ， 
JÐ = 2a Delt), Fa) = ERORO, 
我 们 定义 一 个 沿 MORETE 5 的 向 量 场 


AG) = 之 ai 人 Oo 人， 


于 是 ,由 第 3 章 3.2 引 理 2 和 3. 3 推论 2 得 
CB) TP)) 


= NDT) — [fame 
十 TEL y OY C0 ,7 Edt 
= BUF) SE H, A) 


f: ma mot 
= Pr | | | ”一 RCD Bee IY» Dae) Jat 


一 i il J'i | 2 一 六 ak Re. dy se) dé o 
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= ic [F 2 PO + RO lt 

f ~ ~ 
< PUF- See -ROW 
<|T LI? = RRG WP ,sd 


= E,D = IT. 
注 1 EIR, WE m= dimM > dimi = m. A. Rap 
FO AO 改 为 | 


ia— 1 


Wa) = DaMeao, 


1= 1 
mot 

T(t) = D aelh). 
i=l 


就 可 以 用 完全 类 似 的 证 明 ,结论 仍 成 立 . 

我 们 还 可 以 用 田 一 种 方式 叙述 Rauch 比较 定理 . 

EHE (Rauh 比较 定理 ) 设 MD) ALD) Wom È 
C“ Riemann WIE. r E M, t E Mp. TM > TM WRB. 令 
p ET.M,p = plp). v:(0.1] > M, yE) = exptp y: [0,1] > Moy 
= expr 为 两 条 测 地 线 . X E TTM) = TMX = dpl X) = p(X) 
E RCOM) = TMCS" RMBs). 此 外 ,还 有 

C1) y(0) 沿 y AHP; 

(DRO DRY te [OI LERROA 如 定理 1 中 所 
述 , 则 

| dexp.X || < || d exp:X ||. 

证 明 根据 下 面 的 引 理 , d exp 在 半径 方向 总 是 一 个 等 想 映 
射 , 肯 由 下 面 的 Gauss 引 理 ,要 证 || d exp.X || < || d exp:X ||, Ra 
If X | pX Lp MLAS. 
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用 ay.) = exp.€p + aX) 定义 yy 的 变 分 {ye}( 单 参数 测 地 线 
HEU) 为 (xm AR ete y EARE UU Rv 的 
Jacobi 4 ,U(0) = 0,0"(0) = X,U) = d exp.X. AIA M pCO = 
expi(p + uX) 定义 (3) AARI OG) 为 沿 ? 了 的 Jacohi 场 ,EC0) = 0, 
PCO) = XE Cl) =dexpX. TE, WHEN H 

Edexp.X || = [aD | <= IFC) = | d exp:X ||. 
5| 理 2 ik (Mg) Atm ME C™ Riemann 流 形 , 则 dexp: 在 半生 方 
问 总 是 一 个 等 距 映 射 . 即 
| d expe || = ipl, gE TM — {0}. 
证 明 iktr ATM 中 的 径 阿 线段 ， 
y(é) = expitp, ¿© [0,1] 
为 M HAIE a 2B CAR EM E EY DD 
vi (0) = p. 
由 exp, 的 定义 知 ,expo = y(1), JA Ti 
dexp.p = (d exp,),p = y (1), 
|d expa || = yoj = fr cl = ail. 

5i 3(Gauss 引 理 ) i (Mg) Am SE C° Riemann 流 形 ,z € 

M,p ETM — {0}, X E (T.M), =TM. WR X | p, W 

d exp: X | yd), 
即 d exp. X | dexp.p, EP y) EWR y = exptp: [0,1] — M E 
e= 1 处 的 切 向 量 . 

证 明 RX 1 pee HY RO LO. J TM (BAR ECO) = 
p40) = X, H FR ECO, D CSC | pM pus AL, 

lel AREA SED. 

考虑 M Pay Cw 长 方形 

r. [0,1] x [0] — mM 
CEH) > expd&(u), 


S T= aE e =arS). BRO = rE 0), 0) = TOI), 
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d exp X SEOC. HF Payee HRA ARE 1p| 的 测 地 线 ,7 
HRHP ee ACT = |p Cate I). PT = 0H 


roe) a doy 一 _ ag 
[TE] = GURSES 5) = dF(0) = 0 {F 
TUT? = OV hh TD EV PD 


a= CV tl, T) 

= (VFL) — 4T, T? 

= (VT, T) 

= Ler, m = LEC p lld = 0. 
2 2 


因此 , (ECD eae AR RR TE 
sd exp Aa CE CCl), T eyil) 
— ECO TO 
= <0,T(0))) = 0, 
BM d exp.X 1y G). 

作为 Rauch 定理 的 应 用 ,我 们 有 以 下 的 一 些 推论 ， 

推论 1 Rauch 比较 定理 蕴 涌 着 :如 果 沿 测 地 线 vy EH. 
MH pA. Ray A FHSAA Bal 
ERE y BS SS) EHS Con HR) ZBI 

证 明 1 由 Rauch 比较 定形 上 和 9 J RESE AE Ke DA Rik 
测 地 线 y 无 共 轿 点 得 到 

0 = d exp: X> 

0 = loecxpXH = |i dexp.X || = 0 

(Sd exp.¥ = 0 

& |x| =0 = X=0 

os X = dp Xý) = p(X) = 0, 
Maat y cose. 

证 明 2 (RDB reed Oe <b) BH yO 的 第 1 个 
tha. Fa BPO) = 0,8 Ce) = OBIE 0 Jacobi ®. R38 
3.2 引 理 1, 有 C00) 40. RU OOH y BY Jacobi Hy FARO) = 0 ff 
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[Eco | = 6 C0> || A 0, ABR Rauch 比较 定理 ], UO || Ss 


[Pa |. 有 
OS Ete) || = tim | Ue || 


< lim || Fc || = flied |) = 90, 


Jet! = 0, Mu = O. 
这 就 证 明了 5 为 [0,cj 上 使 000) = 0,0 (ec) = 0 AYE 0 Jacobi %. IN 
此 ,p00 Ay pCO) He y SER. ES HS y POSER EB 
推论 2 it M Am HE Co 非 正 截 曲 率 的 完备 Riemann 流 形 , 则 
对 YzE M, 
exp.; TJ — M 
ARE A ARR BIY xX ETM, 
| X || | d exp.x ff. 
证 明 对 具有 平坦 Riemann BIE 7 好 ( 截 曲率 便 为 0, 
ACHE HE A) Al M, WH Rauch 比较 定理 )' 得 到 
|X < |ldexpxfl, Y XE Tm. 
推论 3(Cartan-Hademard 定理 ) if M Wm AEC” JETER HS 
的 完备 Riemann 流 形 , MAT Y 2 E M,yexp.: TM > MERGA. 
证 明 由 推论 2， 
dexpX = 0 全 0 一 用 dexp || > jl xX! DO 
= |x] =0 & X=+0. 
因此 , d exp, X 是 非 异 的 ;从 而 exp TM -> M AERE. 
下 面 的 结果 最 初 是 由 Bonnet 得 到 的 . 
Hi a i MA m SE C™ Riemann 流 形 ,其 Riemann & hy 
ROP) ECP 为 切 空间 中 的 任意 2 AP DD. 
0 < oo RP) Seis 
其 中 c 和 = 都 为 正常 数 . 如 果 y;[0,58] ~ MAME ve) 为 
yO) 78 r a 1 Pa, 
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证 明 后 一 个 不 等 式 已 在 第 3 章 3. 2 定理 8 中 证 过 . 但 是 ,也 
可 对 好 和 第 3 章 3.1 例 2 中 球面 s MEY 1443. 


EI SF) 和 M 应 用 推论 1, 就 得 
fy 
关于 比较 定理 的 进一步 结果 ,读者 可 参阅 上 Toj], CTs), 
[Be J]s, [Wa Js. 
作为 Rauch 比较 定理 的 一 个 重要 应 用 ,我 们 来 研究 正 匠 率 
Riemann 流 形 的 拓扑 ,也 就 是 证 明 著 名 的 拓扑 球面 定理 . 
定义 1 设 CM,9) Am HE C™ Riemann 流 形 ,0 <6 1 
CM ,g) 的 Riemann 截 曲 率 RCP) CP 为 切 空间 中 的 2 维 平面 ) 对 某 个 
{a> Owe 


S h, 


ad = RCF) <a, 
则 称 CM ,g) 为 4 一 撞 的 . 
上 述 不 等 式 中 的 正 数 a 不 是 基本 的 , BPR PREM 与 


(Mg) = CM ag) Hj Riemann RHED A RCP) A RCP) GX Ba > 


0 为 常数 ) ,根据 5. 2 引 理 5, ROP) = 9 bay omg) 对 某 个 a 是 


6 一 撞 的 ,我 们 将 此 度 芭 “正规 化 ”为 9 = ag, 使 得 
6< BWP) <1. 
Ze oa h Pa Tb RR I EB SRL. 
Brown 定理 (参阅 LBrj) 0E m SER BI MSO, U Ut A 
FW4R AHR R" i = 1,2. Di) M AEF S. 
设 (Mg) Am AE C™ Riemann 流 形 ,我 们 称 
1M) = inf {6(2) óir) E TL 中 使 exp, FH EW o 


BCS Tr] AY BAC TT BR AP AS}. 
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AM 的 单一 半径 . 

PRIRA Ma) > 0. A, oe © M,exp, 在 
Bi 上 为 C~ 微分 同上 是. 

Klingenberg 定理 (参阅 [CE], p98—101). 48 M Am HEC ER 
ey B44 7] Riemann 流 形 ,二 < RCP) <1, Ml 

iC M) = x. 

下 本 叙述 并 证 明 拓 扑 球 面 定 理 ， 

定理 2 拓扑 球面 定理 ) KMD Am aC 紧 致 单 连通 
Riemann 流 形 , 切 空 间 平 亢 的 Riemann BAS RCP) 满足 


0 一 < RP) <1. 
则 M4 URGE m 维 单 位 球面 8*(1). 


证 明 RESE MAS 
dM) = max {plx,y)} = plpg)s 


FEE p E Msp 为 由 8g 诱导 的 距离 函数 . 
由 型 的 紧 致 性 以 及 Bonnet-Myers 定理 (第 3 童 3.3 定 理 11) 成 
上 而 的 推论 4 可 知 2(M) < my/ 地 = 2w. 再 由 Klingenberg 定理 知 
itM) >r 于 是 
i(M) > n> AM). 


FAHRE: Xi Y rE M ME p(y) iM). pg) ita). 为 
此 , 令 A pR AR I i LGD = pCa, p) I iM). 由 
F 2,¢ AERE, MO AN ETE BS CL BOG) A — GE p DG HB 


短 测 地 线 ye EIE ys 和 v's AE < 了 . 再 取 一 条 连接 x 到 4 的 最 
短 测 地 线 CBO LS) = plesa). 由 RCP) > 地 及 M 的 紧 致 性 得 到 
RPS}, 

r 4 


A2Z2 


其 中 <2 HIE RM. 
ZIB RY FY Ay r ERE Sr) EY Riemann RER. 在 
sr) 中 作 测 地 二 角形 4BC, 使 得 4 为 北极 , 测 地 线 48、4C 的 长 分 
BIA LOD 与 Ly) = dW) KA A= 0. 因为 
AB = Ly) = iM) 2a, 
AC = Ly) = dC) iM) 2a, 
所 以 B,C 都 在 南半球 . 易 见 


BC < . ar 之 二 ,2r 2 = r KMD. 


HOM 的 截 曲 率 SP Or) 的 截 曲率 ,我 们 应 用 Toponogov 比较 定理 ， 
即 三 角形 比较 定理 (读者 可 应 用 Rauch 比较 定理 证 明 该 定理 , 见 
习题 5) 得 到 

d(a.g) = LCE) < BC < iM). 
这 就 证 明了 

£ € exp,(8,G(H))) U exp EGM), 

M = exp íB GCM) LU exp,08,GCM})) 
(参阅 [Tsj ,可 直接 应 用 Rauch 比较 定理 证 明 这 一 等 式 ), 这 表明 
M AATF R 的 开 集 之 并 (读者 对 此 并 的 等 式 可 直接 构造 出 
M 与 球面 5*(1) ZEAR ,根据 Brown EH, M EEF S. 

拓扑 球面 定理 为 Rauch 在 1951 年 首先 所 证 明 . 当时 他 将 地 换 
RR R 0. 74. 后 来 ,Berger 和 Klingenberg 成 功 地 将 RCP) 的 
下 界 推进 到 地 . 对 于 偶数 维 流 形 ,0 < <E 所 1 是 最 佳 的 条 件 
T 因为 复 的 和 四 元 数 射影 空间 以 及 Cayley 平面 在 标准 度 起 下 是 
村 FERRE SRO < 1), 而 它们 不 同 胚 于 球面 SC. 

下 面 介 绍 球面 定理 的 推广 . 

MR + < RCP) <1.  Bonnet-Myers $E BEA Klingenberg 定理 


423 


Wis n KiM) Sa) < 27 

Toponogov 最 大 直径 定理 i MW m HEC? RR Riemann fit 
Hes << RCP) dM) = 2x. 则 M 等 距 同 构 于 SO). 

更 一 般 地 ,有 

最 大 直径 定理 设 MA mto 紧 致 Riemann 流 形 ,其 Ricci 曲 
率 (m De > 0,4(M) = =. SR st). 

HEH AALE], p110. 

Berger 最 小 直径 定理 iM Amt 紧 致 单 连通 Riemann jit 
Hep SRP) SL dM) 一 二 则 好 或 者 等 距 同 构 于 O 或 者 等 
距 同 构 于 复 射影 空间 .四 元 数 射影 空间 和 Cayley 数 射 影 空间 之 一 . 
在 后 三 种 情形 , 截 曲 率 可 达到 二 和 1. 


定理 (Berger) it M J m ME Om EARE Riemann 流 形 ,二 
S RCP) S l,a <d(M). Mi M RAR 8". 

证 明 可 参阅 LCE ], p111. 

Grove 和 Shiohama (S M [GS |) 改 和 进 了 Berger 的 结果 得 出 了 

定理 (Grove-Shiohama) i$ MO m 2 C° EA Riemann 济 形 
CM AS > A ED 0 << t <= RCP), FF < 4CM). 则 M EEF 


SCL). 
2 M1 RP) <1 E> LER <a) <1, A 
推出 
d(M) BiG) Ba > 汪 地 
K 


0< E RP). 


所 以 ,Grove-Shiohama 定理 是 拓扑 球面 定理 的 推广 . 
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在 5. 2 中 已 经 证 明 的 定理 3 就 是 

定理 ”完备 单 连通 1- 挤 ( 常 截 曲 率 1) m 维 C” 流 形 Riemann 
等 距 于 通常 的 球面 SO). 

WwWoif( 见 [Wol]) 给 出 了 完备 1- 挤 0* Riemann 流 形 的 完全 分 
类 ， 

第 3 章 3.3 定理 11 已 经 证 明 的 Bonner-Myers 定理 就 是 

定理 (Bonner- Myers) 完备 连通 5 FO > 0) KH m 4 
c™ Riemann {ft Fe oe 2 Se). AE ASR mM) 是 有 限 的 ， 

BEHR, X ó > 0,0” Riemann 流 形 完备 5 挤 的 充分 必要 
FERS d- 挤 的 ， 

5. 1 已 经 证 明 的 定理 就 是 

定理 (synge) 偶 数 维 完备 连通 4- BECO > 0) 的 C= Riemann 流 形 
M 或 者 是 

(了 可 定向 , 则 它 是 单 连通 的 ， 
或 者 是 

(2) AD] Se [ay , WO ae, CAS) se Fp. 

Rauch( 见 [R]) 证 明了 半 - 挤 的 完备 单 连 通 Riemann SL FA 
于 球面 .对 于 偶数 维 流 形 ,自从 Myers 和 J. H. C. Whitehead 以 来 
Klingenberg( 见 [LKI]) 首 先 作 了 割 迹 的 系统 研究 ,将 这 个 “ 挤 数 ” 
(pinching number) F KFI ô = 0. 54-+ . Berger ( H [Be] D ROET 
Klingernberg 的 方法 ,最 后 得 到 

定理 (Berger) 设 弄 为 偶数 维 完备 单 连 通 占 挤 的 Ce Riemann 
流 形 , MRS IU M REFRE MR = 地, 则 M aR AR 
球面 ,或 者 等 距 于 秩 为 1 的 紧 致 对 称 空间 . 

精炼 割 迹 的 结果 并 应 用 Berger 定理 的 证 明 方 法 ,Klingenberg 
(A LKI jeD 4E] T 

EH (Klingenberg) H 数 维 完备 单 连通 一- 挤 的 C” Riemann 
TE AET RE. 
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在 拓扑 球面 定理 中 , M HREF SO) fa MBC 微分 
EEF SOY APA 4 m G6 BY EEF SO 的 微分 流 形 必 
BSL) Co SRS. OT m 7 AB pS") FRIES 
fae a} fal BG CSR] KM]. 

条 件 + LRP <1 ERBERI M CU feb THR Se C1)? 这 
依然 是 一 个 未 解决 的 问题 . HE Gromoll CL Gr > HEAR T 

定理 (Gromoll) 存在 一 个 实数 序列 于 一 上 所 页 二 和 < 
jim ðn = 1,48 78 m ARSC HEI da-i Piin 所 RCP) 之 1) 的 
Cc Riemann 流 形 M oC Rao HE FAR 8701). 

此 外 ,还 有 

EIE HLI m, TEE dalda y 0. 68+ 4 m4 oo) AE 
维 紧 致 单 连通 óe BRAY C” Riemann it M 0™ ior RAG P S"). 

这 是 许多 人 人 共同 奋斗 的 结果 . fbf Calabi-Gromol! (1966 年 
Ae Ay), Sugimoto-Shiohama (1970 oF Æ 77) (2 BY i CE ]Chapter 7, 
IR]. 

著名 数学 家 陈省身 (S.S，cChern) 提 出 了 一 个 有 趣 的 猜测 : 偶 
数 维 的 完备 站 HCG > 0) 0C™ Riemann mE M RAIER Euler 示人 性 
数 XH)- 第 3 章 3.3 和 定理 11 指 出 好 是 紧 致 的 , ATEN 2e eS 
M 可 定向 且 与 好 局 部 等 些 ,根据 5. 1 定理 1 (Synge), Mo EH. 
Not HCM, R) = WECM) = 0. 再 由 第 4 章 4.3 定 理 1,700H,R) = 
Hy ) = He(M)~ = 0. HIER Poincaré 对 偶 定 理 得 到 HMR) 
= 0, FÆ, Xf F dimM = 4,404) 一 1 一 0 十 dm A'(M,R)-- 0+ 
1 => 0. EA H Gauss-Bonner 45048. 8) (2 [Rj [Cher >. 至 于 dim M 
= ?, BRAM) = 1-041 2> 0. 再 应 用 Gauss-Bonnet 公式 ， 
Berger ( I [Be Js) PER T 2f 2n HE d- Hci > 0) AY C™ 564 Riemann 
MF M A | XCM) | = 27*C2n) 167". A FA AA 3X , Berger ( W, Beli) 
证 明了 ,2n + 1 SEN 2(n — 13/8 — 1) — HEA SEC” Riemann E 
JE M AY SS 2 Betti Bf b(M = 0. 
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具有 正 截 而 率 的 C° Riemann 流 形 的 例子 很 少 . OR KE 
HRE TIAK ARE. SS R, PS TY [B] . Cayley 
平面 以 及 由 Berger (HL Be ho BAR LED 发 现 的 7 维和 13 维 的 两 
个 章 性 空间 .特别 地 ,我 们 不 知道 是 否 存 在 紧 致 的 积 流 形 M = M, 
X Mo CAA IER HA) Riemann 度量 . 甚至 对 特殊 的 两 个 2 维 球 
面 于 (1) HBS) X 20), 它 仍 是 未 解决 的 问题 . 

值得 提出 的 是 :Gtomol 和 Meyer (BY LGM ]) aE AY T 

定理 (Gromoll- Meyer) 具有 正 截 曲率 的 完备 非 紧 至 
Cc” Riemann JE M, WME m = dim M = 5,0) McC? e+ ARF R" 


以 上 每 个 定理 都 表明 ,只 要 给 C™ Riemann 流 形 加 上 适当 的 几 
何 ( 曲 率 、 完 备 .直径 ) 种 拓扑 ( 紧 致 , 单 连通 、 同 目 ) 的 条 件 , 就 可 能 
得 出 后 朴 性 质 ( 同 及 , 微 分 同 肽 ,同调 群 , 同 伦 群 ) 的 一 些 信息. 当 
然 , 条 件 加 得 越 强 ,信息 传 出 得 越 多 , 越 强 . 


第 5 章 习 题 


1. (A、Weinstein) 设 M 为 具有 正 Riemann $ HHR E E 
致 可 定向 Riemann 流 形 , WEBH : FEAR PR FRE É SEB ERR f: M > M 
BADIA. 

由 此 证 明 Synge 定理 ， 

2. i M, ym SEC” Riemann MJE sy (0.6) — M: 为 正规 测 地 
线 ; 

假设 对 所 有 的 2 AEP Po CP, Mii = 1,2,Riemann 截 曲率 
WE: 

R CPO SE Ra Py). 
试 证 ; 7 的 指数 S r RRL CBRLSpi], Vol 4, p343). 

3. (Morse-Schoenberg HE PrE FEU M Atm #E C™ Riemann FLEE , 
y:L0,L] 一 M AER or > 0 为 常数 . 
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C1) 如 果 对 所 有 的 PCT yw M, Riemann HE RCP <= 4 及 
vR L> ar, 则 | 
| 的 指数 = 0 
By BR GHAI. | 

由 此 得 到 ,如 果 便 有 RHR < 0, 则 沿 任何 测 地 线 y 无 共 
Ha 

(2) WEARI PE ToM, Riemann & fh K(P) a 5 种 
r AIEEE L > ar, MEE t E OL) 使 得 yt HRT yC0) ,从 而 
r 不 具有 最 短 长 度 . 

《参阅 LSpi], Vol. 4, p344,336— 338). 

4.1% M HIE Riemann 截 昌 率 的 单 连通 完备 Riemann 流 形 . 
ABC 为 M 中 的 测 地 三 角形 ( 即 三 角形 的 三 边 都 是 最 短 测 地 线 ) ,其 
三 内 角 分 别 为 4.8.0, 对 应 的 三 边 的 长 分 别 为 a.5,c. HERA, 

(1) a? + b — Pacost < e"; 

(2) AHB He 
进一步 ,如 果 Riemann # E oh M SR e ce 
等 号 不 会 成 立 ). 

《参阅 | 伍 沈 处 j,141 H) 

5. 叙述 并 证 明 5. 3 拓扑 球面 定理 的 证 明 中 指出 的 Toponogov 
三 角形 比较 定理 (参阅 [CE], p42, Theorem 2. 2). 

6. (Berger) 设 M (A Bt OC” Riemann MJE pg E M,plp,g) = 
max{p(z,y) |z,y E M} MIEY » E TH, 存在 从 9 到 gz 的 最 短 测 地 
线 y, 使 得 w(0) 与 + 的 夹 角 达 (x (0) 0) < MCE], p106， 
Lemma 6, 2). 

7. AIE H EAR Sturm 比较 定理 ,Hessian 比较 定理 和 Laplace 
算 子 比较 定理 ( 参 屋 [| 伍 沈 虑 」,142 一 157 W) 

8. (Klingenberg) & M 为 个 数 维 紧 致 单 连 通 Cr Riemann 流 形 ， 
AE © WM 和 任何 2 PE PCT, ERY Riemann 截 曲 率 
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RCP) > 0. 则 对 某 个 点 aE MT PRR BTM HAY SER 
迹 相 交 ， 

进步 ,如 果 对 某 个 + 之 0 还 有 R(P) < -z M ERa) 
TE aT. 

(2B) [Spi], Vol. 4, p374.) 

9. 7% (Mg) 2h m 4E Co Riemann fii? (M i*a) 为 (内,9) 中 的 
Z a CY aC. Mo M ABARRE. 分 别 记 8r Al Be AM RM 
的 Riemann RHE. RAE p E MER MC OM — Cop) 一 
{p}(CCp) 为 的 割 迹 ) A Riemann RAE 

Ru CP) > Ra(P). Y 24PRRPCTIM.Y EM. 

则 mw REFRE S101). 

10.7% M AEREE 名 = Sa) pA RA a Co BH WE 
9 E SEAR MCS" — igs, — g) WMI Ry (P) > 10M ERS”. 


11. 设 M ky Oi ie E EA CRRA SE IE Riemann 截 曲率 的 单 连 
i 56% Riemann 流 形 ), 刚 对 Y rE MMC) = Ø- 

此 奸 , 如 果 M A M OR BAB RT. E Ru > Ra, N M fe RRR 
ms". 

12. 设 M ABH ET eA) C” Riemann 流 形 ,RCP) APE P 
的 Riemann 截 曲 率 , 月 0 < 之 RCP) Se, W 

(1) (Klingenberg) tt R p19 满足 9 E COD Al pG@eg) = tOM) , MI 
g HTF p EED Ea es 

(2) (Synge) M 是 单 连通 的 . 

(参阅 [CEj, p98) 

下 茄 的 第 13 一 17 题 可 参阅 [Go], p82 一 95. 

13. m 维 紧 致 可 定向 的 具有 正定 Ricci 曲率 张 量 的 C" Riemann 
流 形 M 的 第 1 个 Betti 8 b(M) = 0. 

14. m 维 紧 致 可 定向 的 具有 正常 Riemann 截 曲 率 的 
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C= Riemann W JE M H Betti $r WMO = OCO 之 之 wm) 进一步 ,如 
果 M 3438 M E Ais) PRR 

15. m 维 紧 致 可 定向 的 局 部 平坦 (参阅 第 1 章 习 题 2 以 及 1.7 
EX 3, 定 理 1) 的 CE Riemann IE M AS ke > Betti Haw) = Ct 
(AGE. 

特别 地 , m 维 环 面 T" = SK … & 5' 的 第 个 Betti BE hi T™ 

aN 
= Ct, 

16. BE m = 2a Ald > Sak m= 24 十 1 和 5> SED ey 
m HE BOT E [a] A By d- 挤 的 Cr” Riemann 流 形 好 的 第 2 个 Betti 数 
bat M) = 0. 

17. 设 4 之 二 .证 明 5 维 4- 挤 的 紧 致 可 定向 C= Riemann 流 形 为 
同调 球面 . 

18. 设 (Mg) = (M,(,)) Wom HE Ow 完备 Riemann RE, H 
Riemann Å WERC, YOY, X) <= OM CHR mM = 0,2 1 和 和 
mM 不 合 异 于 恒 等 元 的 有 限 阶 元 素 ( 参 阅 LMi],p103) 

19. R (MH,g) 为 m 维 连通 C0” Riemann 流 形 ,如 果 对 任意 pE 
M, TTE Ae BRE RT, M— M AB Lp) 一 2 县 它 关于 点 ?是 测 地 反 
射 的 , 即 这 8 的 任何 测 地 线 有 CO) 一 7 一 已 ,其 中 六 0) = p( 关 
于 2 是 几何 对 称 的 ) 则 称 CM,y) 为 对 称 空 间 ， 

设 (M,g) 为 对 称 空间 , 则 

CD By MPR AA pe = psg = ve) WW RO = 
y(t 十 2c) (RSE rO ArU + 2c) BEX. 此 外 I, PRR y 的 平 
行 向 量 场 ; 

(D M 是 完备 的 ; 

(3) 天 是 唯一 的 ; 

(4) (M,9) 为 局 部 对 称 空间 . 即 对 Y p E 好 ,存在 ?的 正规 
(法 ) 邻 域 5 使 得 在 5, 上 关于 8 的 几何 对 称 是 一 个 等 距 ， 

参阅 LMi] p109 一 110. 
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20. 0™ Riemann ÑE (Mog) BRM OV R= 00 Bim 
4 C” Riemann 流 形 CM,y) 中 的 任何 测 地 线 py 的 任何 0” 平行 向 量 
场 壬 ,FY ,zBRCX,Y)Z 也 必 为 党 7 的 0” 平 行 向 量 场 司 平 行 移动 下 保 
持 Riemann 截 曲 率 . 即 对 每 一 条 2” HAR y (0,1) > 有 FH 及 任何 -个 
2 HETH PC Tao PH Ce 曲线 7 平移 得 到 的 2 BOP PrP) 
有 相同 的 Riemann WHE, Ep RCP (PD)) = RCP). 

21. (Cartan) m 维 完 备 . 单 连通 2” 局 部 对 称 空 间 是 对 称 空间 . 

《参阅 [CE], p71, 并 应 用 Cartan-Ambrose 定理 (第 5 章 5.2 E 
理 2).) 

22.7% (Mg) 为 局 部 对 称 空间 ,y:R 一 为 测 地 线 ,X = y (0) 
为 p = yO 处 的 速度 向 量 ( 切 向 量 ) ,定义 线性 变换 

Ky: TM— TM 
K) = ROY, X) X, 

IR Mee Am A Ks 的 特征 值 ,其 中 到 = dimm. My y PLA p AHH 
点 为 ytxk/ vy A), FEP k AIETE 0 BY ER, A Ks AEE PIE FFE 
E rO (ERE SH to YA 的 倍数 的 A HK 
H. 

(#] [Mi],p109—111. > 
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(r,s) M C IKEA 3 
(r,s) 型 C KEH 9 
sit eee 11 
s 阶 外 形式 11 
s 阶 C* 外 微分 形式 11 
s 阶 点 外 形式 从 11 
s 次 调和 形式 347 
sok ee 闭 形式 358 
s 次 C” PARA RA 359 
sir 0™ 恰当 形式 358 
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Schur 定理 65,145 

Simons WHS 240 

Synge 定理 397,425 

Takahashi 定理 173,174 

Toponogov 比较 定理 (三 角形 比 
较 定 理 ) 423,428 

Toponogov 最 大 直径 定理 424 

Veronese 曲面 182 

Weingarten PEt 113 
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的 特征 值 372 
6-878) 421 

AH EP HE IB] 372 
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